
REZUMAT    1 
Mulţimea numerelor reale 
R  este corp total ordonat, un număr real este o fracţie zecimală finită sau infinită (cu excepţia fracţiilor 

zecimale periodice având perioada 9). Q  este densă, adică R⊂ ∀ ∈ < ∃ ∈ < <r r r r q r q r1 2 1 2 1 2, , , ,R Q  

Axioma lui Arhimede “ ∀ ∈x R , ∀ ∈  ∗y R+ ∃ ∈n N  a.î. x ny≤ ”. 
Axioma Cantor-Dedekind “Un şir de intervale închise care se includ şi a căror lungime tinde la 0 are 

intersecţia formată din un punct”. I I I In n0 1 1⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇+... ...  şi lim ( )
n nl I

→∞
= 0  atunci . Formulată prin 

şiruri: a a

{ }∩ =
n nI z

a a b b b bn n n n0 1 1 1 1≤ ≤ ≤ ≤ 0≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤− −... ... ...  şi ( )lim
n n nb a

→∞
− = 0 , există şi este unic , z ∈R a z bn n≤ ≤  

 
Şiruri, convergenţă, şir Cauchy (fundamental) 

şir monoton crescător: x x nn n≤ ∀ ∈+1 , N ; descrescător: x x nn n≥ ∀ ∈+1 , N  

şir mărginit ∃ ∈ ≤ ∀ ∈+M x M nnR Na. î. ,  sau ∃ ∈ ≤ ≤ ∀ ∈c c c x c nn1 2 1 2, . ,R Na. î  

şir convergent  este convergent şi are limita x dacă xn ∀ > ∃ε ε0, n  a.î x x n nn − < ∀ ≥ε ε,  

subşir dacă n n  atunci 1 2< <... { }x x xn n n1 2 3
, , , ...  se numeşte subşir (al şirului ) xn

şir Cauchy (fundamental). 
∀ > ∃ε ε0, n  a.î x x n m nn m− < ∀ ≥ε ε, ,  sau, echivalent,  

∀ > ∃ε ε0, n  a.î x x n n pn p n+ − < ∀ ≥ ∀ ∈ε ε, N  

În mulţimea numerelor reale sunt adevărate următoarele afirmaţii 
• orice şir mărginit conţine un subşir convergent (lema lui Cesaro) 
• orice şir Cauchy este marginit (in particular, conţine un subşir convergent) 
• un şir este convergent dacă şi numai dacă este Cauchy 

 
Infimum şi supremum, convergenţa şirurilor monotone şi mărginite. 
M este un majorant al mulţimii A dacă x M x A≤ ∀ ∈,  ( M mărgineşte superior mulţimea A ) 
m este un minorant al mulţimii A dacă x m x A≥ ∀ ∈,  ( m mărgineşte inferior mulţimea A ) 
Supremumul (marginea superioară) unei mulţimi este cel mai mic majorant, infimumul (marginea inferioară) 

este cel mai mare minorant. 
Teoremă. Orice mulţime de numere reale mărginită superior posedă supremum; orice mulţime de numere 

reale mărginită inferior posedă infimum.  
Convergenţa şirurilor monotone Un şir monoton crescător şi mărginit superior este convergent la 

supremumul mulţimii formate din elemetele şirului iar un şir monoton descrescător şi mărginit inferior este convergent 
la infimumul mulţimii formate din elemetele şirului 

 
Limitele subşirurilor, limită inferioară şi limită superioară 
Teoremă. Orice subşir al unui şir convergent este de asemenea convergent şi are aceeaşi limită. Reciproc, 

dacă orice subşir al unui şir este convergent, atunci şirul este convergent 
Definiţie.  se numeşte limita inferioară a lui ;  se numeşte limita superioară a lui  sup inf

k n k nx
∈ ≥N

xn inf sup
k n k

nx
∈ ≥N

xn

Observaţie liminf limsupx xn n≤ . 
Teoremă. Şirul  este convergent dacă şi numai dacă xn liminf limsupx xn n=  
Definiţie Se numeşte punct limită al unui şir, limita unui subşir al şirului . xn

Lemă. Limita superioară şi limita inferioară a unui şir mărginit sunt puncte limită ale şirului 
Definiţie. Limită în R =  { }R∪ − ∞ ∞,
xn → ∞  dacă ∀ > ∃ < ∀ ≥c n c x nc n0, . ,a. î nc  
xn → −∞  dacă ∀ > ∃ < − ∀ ≥c n x c nc n0, . ,a. î nc  
 
Serii de numere reale 
Fie  şir de numere reale. Numim serie expresia infinită ( )xn n∈N

x x xn0 1+ + + +... ...  Şirul s x x xn n= + + +0 1 ...  

se numeşte şirul sumelor parţiale iar  se numeşte termenul general. Dacă  este convergent spunem că seria este 

convergentă iar limita se notează cu . 

xn sn

xn
n

∑
Observaţie. Dacă  atunci  este crescător deci este convergent dacă şi numai dacă este mărginit. xn > 0 sn

Propoziţie. Dacă  este convergent atunci  sn xn → 0
Consecinţă. Dacă  atunci  nu este convergentă  xn /→ 0 sn
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1. Şirul ( )x
n

n nn =
⋅

+
⋅

+ +
⋅ +

cos cos
...

cos1
1 2

2
2 3 1

 este convergent 

Demonstraţie. Utilizăm afirmaţia: un şir este Cauchy dacă şi numai dacă este convergent. 
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

n
n n

n p
n p n p n n n p n pn p n+ − =

+

+ ⋅ +
+ +

+

+ ⋅ + +
≤

+ ⋅ +
+ +

+ ⋅ + +
=

cos
...

cos
...

1
1 2 1

1
1 2

1
1

  

1
1

1
2

1
2

1
3

1 1
1

1
1

1
1

1
1

0
n n n n n p n p n n p n

n
+

−
+

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

+
+

−
+

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥
+ +

+
−

+ +
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =

+
−

+ +
<

+
→ → ∞... , , independent 

de p 

2.  Şirul x n nn = + + + + −1
1
2

1
3

1
... ln  este convergent 

Demonstraţie. Utilizăm afirmaţia: un şir monoton şi mărginit este convergent. Pornim de la inegalitatea: 

( )1
1

1 1
n

n n
n

n
+

< + − < ∈ln ln , *N , deci ( )x x
n

n nn n+ − =
+

− + + <1
1

1
1 0ln ln  adică şirul este descrescător (în 

particular, mărginit superior). Demonstrăm că este mărginit inferior utilizând membrul drept al inegalităţii: 

( ) ( ) ( )x
n

n n n nn = + + + + − > − + − + + + − − = + − >1 1
2

1
3

1 2 1 3 2 1 1... ln ln ln ln ln ... ln( ) ln ln ln( ) lnn n 0  

3.  Dacă lim
n

n

n

u
u

l
→∞

+ =1 , atunci lim
n n

n u l
→∞

=  

Demonstraţie. Utilizăm Lema Stoltz Cesaro: dacă lim
a a
b b

ln n

n n

+

+

−
−

=1

1
 şi ( )bn  este nemărginit şi monoton, 

atunci lim
a
b ln

n
= . Notăm x u

u
nn n

n n= =ln
ln

 şi aplicăm Lema, 
ln ln

ln ln
u u
n n

u
u

ln n n

n

+ +−

+ −
= →1 1

1
, ln lnu ln

n →  

4.  Seria geometrică:  este convergentă pentru  şi divergentă pentru ......1 2

0
+++++=∑

≥

n

n

n qqqq (q ∈ −11, )

1≥q  

Demonstraţie. Pentru , q = 1 s n nn = → ∞ → ∞, . Pentru q ≠ 1 , 1
1
1

2+ + + + =
−
−

q q q
q
q

n
n

...  este 

convergent dacă şi numai dacă q < 1  şi în acest caz q q
n

n≥
∑ =

−0

1
1  

5.  Seria armonică: 1 1
2

1
3

1
+ + + + +... ...

n
 este divergentă 

Demonstraţie. Grupăm: 1 1
2

1
3

1
4

1
2 1

1
2 2

1 1
2

1
2

1
2

1 1
2

+ + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ +
+

+ +
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> + + + + = +
+... ... ...k k k

k

k , adică 

s k kk2 1 1 1
2

+ > +
+

→ ∞ → ∞,  

6.  Seria armonică generalizată: 1
1

2
1

3
1

0+ + + + + >α α α α... ...,
n

 este convergentă dacă şi numai dacă α > 1 

Demonstraţie. Fie α > 1 , 
( ) ( ) ( )

1

2

1

2 2 1
2 1

2

1
2 1k k k

k

k

k
kqα α α α+ +

+ −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

< ⋅ = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=−... , unde am notat 

q = −

1
2 1α , .  ( )q ∈ 0 1,

Avem 
( ) ( )

s q
q

q qk
k k k

k
k

2 1
2

1

1 1
1

2
1

3
1

2

1

2 2 1
1

1
1

1
1+ −

+

= + +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ + + + +

+ −

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟ < + + + + =

−
−

<
−α α α α... ... ...q q ; deci 

şirul (  este mărginit deci convergent. )sn n

Pentru α = 1 am văzut deja că seria armonică este divergentă (nemărginită) iar pentru α < 1 utilizăm: 

1 1
2

1
3

1 1 1
2

1
3

1
+ + + + > + + + + → ∞ →α α α... ... ,

n n
n ∞  deci seria armonică generalizată este divergentă. 
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Criteriile de comparaţie ale seriilor cu termeni pozitivi. Fie un

n
∑ , vn

n
∑  două serii cu termeni pozitivi 

Criteriul I. Dacă ∃ ≤  atunci ∀ ≥n u v n nn n0 0, ,
dacă convergentă, atunci convergentă

dacă divergentă, atunci divergentă

v u

u v

n n
nn

n n
nn

∑∑
∑∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 

Criteriul II. Dacă ∃ ≤ ∀ ≥+ +n
u
u

v
v

n nn

n

n

n
0

1 1
0, ,  atunci 

dacă convergentă, atunci convergentă

dacă divergentă, atunci divergentă

v u

u v

n n
nn

n n
nn

∑∑
∑∑

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 

Criteriul III. Dacă ∃ = < <lim ,
u
v

l ln

n
0 ∞  atunci seriile au aceeaşi natură (convergente sau divergente). 

 
Criteriul rădăcinii (Cauchy) Fie  o serie cu termeni pozitivi un

n
∑

1.Dacă  a.î. ∃ ∈ < < ∃ ∈ ∗q q nR N, ,0 1 0 u q n nn
n ≤ ∀ ≥, 0  atunci seria converge 

2.Dacă pentru o infinitate de termeni avem un
n ≥ 1  atunci seria diverge 

Consecinţa 1 Dacă limsup un
n < 1  atunci seria converge iar dacă limsup un

n > 1  atunci seria diverge 

Consecinţa 2 Dacă lim un
n < 1  atunci seria converge iar dacă lim un

n > 1  atunci seria diverge 
Observaţie utilă. Dacă limitele din enunţul consecinţelor sunt egale cu 1 atunci nu se poate afirma că seria este 
convergentă sau divergentă. Cel mai adesea se utilizează Consecinţa 2. 
 

Criteriul raportului (D’Alembert) Fie un
n
∑  o serie cu termeni pozitivi 

1.Dacă  a.î. ∃ ∈ < < ∃ ∈ ∗q q nR N, ,0 1 0
u
u

q n nn

n

+ ≤ ∀ ≥1
0,  atunci seria converge 

2.Dacă  a.î. ∃ ∈ ∗n0 N
u
u

n nn

n

+ ≥ ∀ ≥1
01,  atunci seria diverge 

Consecinţa 1 Dacă limsup
u
u
n

n

+ <1 1 atunci seria converge iar dacă liminf
u
u
n

n

+ >1 1 atunci seria diverge 

Consecinţa 2 Dacă lim
u
u
n

n

+ <1 1 atunci seria converge iar dacă lim
u
u
n

n

+ >1 1 atunci seria diverge 

Observaţie utilă. Dacă limitele din enunţul consecinţelor anterioare sunt egale cu 1 atunci nu se poate afirma că seria 
este convergentă sau divergentă. Cel mai adesea se utilizează Consecinţa 2. 
 

Criteriul lui Raabe-Duhamel Fie un
n
∑  o serie cu termeni pozitivi 

1.Dacă  a.î. ∃ > ∃ ∈ ∗q n1 0, N n
u

u
q n nn

n+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ≥ ∀ ≥

1
01 ,  atunci seria converge 

2.Dacă  a.î. ∃ ∈ ∗n0 N n
u

u
n nn

n+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ≤ ∀ ≥

1
01 1,  atunci seria diverge 

Consecinţa 1 Dacă liminf n
u

u
n

n+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ >

1
1 1  atunci seria converge iar dacă limsup n

u
u

n

n+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ <

1
1 1 atunci diverge 

Consecinţa 2 Dacă lim n
u

u
n

n+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ >

1
1 1  atunci seria converge iar dacă lim n

u
u

n

n+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ <

1
1 1  atunci seria diverge 

Observaţie utilă. Dacă limitele din enunţul consecinţelor de mai sus sunt egale cu 1 atunci nu se poate afirma că seria 
este convergentă sau divergentă. Cel mai adesea se utilizează Consecinţa 2. 
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Seria cos
1

1 nn≥
∑  este divergentă 

Demonstraţie. Utilizăm afirmaţia: termenul general al unei serii convergente tinde la zero. Termenul 

general al seriei date este cos ,1 1
n

n→ →∞  aşadar seria nu poate fi convergentă. 

2. Seria 1
20 n n

n +≥
∑  este convergentă 

Demonstraţie. Utilizăm criteriul I de comparaţie. 1
2

1
2n n n+

≤  iar seria 
1
20

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≥
∑

n

n
 este convergentă 

3. Seria 
a
n a

n

n ! ,
≥
∑ >

0
0 , este convergentă 

Demonstraţie. Utilizăm criteriul II de comparaţie. ( )
u
u

a
n

n
a

a
n

n

n

n

n
+

+

=
+

⋅ =
+

1
1

1 1!
!

. Ştim că seria 
1
20

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≥
∑

n

n
 este 

convergentă, iar dacă notăm cu  termenul general vn
v
v
n

n

+ =1 1
2

. Inegalitatea a
n +

<
1

1
2

 este adevărată pentru n a> −2 1 

4. Seria 
1
3 20

+
+

≥
∑ n

nn
 este divergentă 

Demonstraţie. Utilizăm criteriul III de comparaţie. lim lim
n n

n
n

n

n n
n→∞ →∞

+
+ =

+
+

=

1
3 2

1 3 2
1
3

 iar seria armonică 

generalizată pentru α =
1
2

, 
1
1
20 nn≥

∑  este divergentă 

5. Seria 
( )
( )

1 3 5 2 1
2 5 8 3 11

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
≥
∑ ...

...
n
nn

 este convergentă 

Demonstraţie. Utilizăm criteriul raportului. 

( )( )
( )( )

( )
( )

1 3 5 2 1 2 1
2 5 8 3 1 3 2

1 3 5 2 1
2 5 8 3 1

2 1
3 2

2
3

1

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

=
+
+

→ <

...

...
...
...

n n
n n

n
n

n
n

 

6. Seria n

n

n
n

2

1 2 1
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

≥
∑  este convergentă 

Demonstraţie. Utilizăm criteriul radical. 
( )n

n

n

n

nn

n2
2

2 1 2 1
1
2

1

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
+

→ <  

7. Analizaţi convergenţa seriei ( ) ( )
n

nn

!
...

,
α α α

α
+ + −

>
≥
∑ 1 1

0
1

 

Soluţie. Pornim de la criteriul Raabe-Duhamel, pentru termenul general ( ) ( )u
n

nn =
+ + −

!
...α α α1 1

, şi avem: 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )

( )
n

u
u n

n
n

n
n n

n
n

n
n

n
n

n+
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

+ + −
+

+ + − +

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
=

+
+

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

−
+

→ −
1

1
1 1

1
1 1

1 1 1
1
1 1

!
...

!
...

α α α

α α α α

α α
α , deci seria este convergentă 

pentru α > 2  şi divergentă pentru . Pentru ( )α ∈ 0 2, α = 2  seria este 1
1n +∑  care este divergentă 
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Serii cu termeni oarecare 
Criteriul general (Cauchy) u n u u u nn n n n p∑ ⇔∀ > ∃ + + + < ∀ ≥ ∀ ∈+ + +convergentă ε εε ε0 1 2, . ... , ,a. î Nn p

1
0

n
n

n
a

 

Criteriul Abel-Dirichlet Fie ; dacă:  atunci  convergentă a vn n∑ t v v v
a

n n

n

= + + +
↓

⎧
⎨
⎩

1 2

0
... este mărginit

(descrescător ş i convergent la 0)
a vn n∑

 
Seriile alternate sunt seriile de forma ∑  ( )−

≥

Criteriul lui Leibnitz Dacă  (monoton descrescător şi convergent la 0) atunci  converge. an ↓ 0 ( )−
≥
∑ 1

0

n
n

n
a

 
Serii absolut convergente sunt seriile pentru care un

n≥
∑ < ∞

0

. Orice serie absolut convergentă este convergentă 

 
Seriile convergente care nu sunt absolut convergente se numesc serii semiconvergente 
 
Seriile necondiţionat convergente sunt seriile care au aceeaşi limită indiferent de ordinea termenilor. 
 
Teoremă. Orice serie absolut convergentă este necondiţionat convergentă 
 
Operaţii cu serii convergente 

Suma dacă ∑  şi  atunci u Un = v Vn∑ = ( )au bv aU bVn n+ = +∑  

Produsul “pe linii şi coloane” (de tip 1) 
u v1 1     ... u v1 u v12 3 u v1 4

u v2 1     ... u v2 2 u v2 3 u v2 4

u v3 1     ... ⇒ +u v3 2 u v3 3 u v3 4 u v1 1 ( )u v u v u v2 1 2 2 1 2+ + + ( )u v u v u v u v u v3 1 3 2 3 3 2 3 1 3+ + + + ... 

u v4 1     ... u v4 2 u v4 3 u v4 4

......................... 
Produsul “diagonal” (de tip 2) 
u v1 1     ... u v1 2 u v1 3 u v1 4

u v2 1     ... u v2 2 u v2 3 u v2 4

u v3 1     ...   +u v3 2 u v3 3 u v3 4 ⇒ u v1 1 ( )u v u v2 1 1 2+ + ( ) ... u v u v u v3 1 2 2 1 3+ +

u v4 1     ... u v4 2 u v4 3 u v4 4

......................... 
dacă  şi  sunt absolut convergente, atunci u Un∑ = v Vn∑ = u v UVi jn m∑ =  este absolut convergentă 

(deci necondiţionat convergentă, adică produsele de tip 1 şi de tip 2 au aceeaşi limită) 
 
Şiruri de numere complexe: , ( )zn n∈N z nn ∈ ∀ ∈C N,  

mărginire: ∃ ≥ ≤ ∀ ∈M z M nn0a. î. , N  (unde modulul numărului z=a+ib este definit prin z a b= +2 2 ) 

convergenţă: ∀ > ∃ − < ∀ ≥ε εε ε0, . ,n z z nna. î n  

∀ > ∃ − < ∀ ≥ε εε ε0, . , ,n z z n m nn ma. î  sau ∀ > ∃ − < ∀ ≥ ∀ ∈+ε εε ε0, . , ,n z z n n pn p na. î N  Cauchy 

Propoziţie  dacă şi numai dacă  şi b b  z a b a bn n n= + → +i i a an → n →
Consecinţă: Un şir de numere complexe este convergent dacă şi numai dacă este Cauchy 
 
Serii de numere complexe 

zn∑  este absolut convergentă dacă seria cu termeni pozitivi zn∑  este convergentă 

Aplicaţie: funcţia exponenţială C C , are proprietatea că e e  
N

∋ → ∈ =
∈
∑z e e z

n
z z

n

n

,
!

eu v u v= +
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1. Seria 
sin n

n
n 21≥
∑  este convergentă. Solutie. Utilizăm criteriul lui Cauchy: ( ) ( )

≤
+

++
+

=−
+++ pnnnpn

pnnss
2

sin...
2

1sin
1

 

=++
++ pnn 2
1...

2
1

1
∞→→≤⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
−

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +++
+−+

n
npn

p

npn
,0

2
1

2
11

2
1

2
11

2
11

2
1

2
1...

2
11

2
1

111
, independent de p. 

 

2. Seria 
cosn
nn

3
1≥
∑  este convergentă. Solutie. Utilizăm criteriul Abel-Dirichlet, a

nn =
1 , v

n
nn =

cos
2 ; 

t n
nn = + + +cos cos ... cos1 2

22 2  este mărginit deoarece 2 2

1 11 ...
2nt n

≤ + + + < ∞  iar seria armonică generalizată este 

convergentă pentru α = 2 ; in plus,  este monoton descrescător şi convergent la 0. an

 

3. Calculaţi 
( )−

= − + −
+

≥
∑ 1

1 1
2

1
3

1
4

1

1

n

n n
...  Soluţie. Utilizăm criteriul lui Leibnitz, deoarece a

nn =
1  este monoton 

descrescător şi convergent la 0, deci seria ese convergentă. Pentru calcul folosim şirul x n nn = + + + + −1
1
2

1
3

1
... ln  care 

este convergent; notăm limita sa cu x si calculăm: 

s
n n n

x n x nn n n2 21 1
2

1
3

1
4

1
2

1 1
2

1
3

1
2

2 1
2

1
4

1
2

2 2= − + − − = + + + + − + + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= + − − →... ... ... ln ln ln  

 

4. Seria 
sin n

n n
n +≥
∑ 21

 este convergentă. Solutie. Utilizăm afirmaţia: orice serie absolut convergentă este convergentă. 

Considerăm seria 
sin n

n n
n +≥
∑ 21

; deoarece 
sin n

n n+
≤

2
1

2n , utilizăm criteriul I de comparaţie cu seria geometrică 
1

21
n

n≥
∑  

5. Seria 
( )n n
n

n

n
n

+ −

≥
∑ 1 2

1
 este necondiţionat convergentă (este convergentă indiferent de ordinea termenilor) 

 
Solutie. Utilizăm afirmaţia: orice serie absolut convergentă este necondiţionat convergentă. Considerăm 

( )n n

n

n

n
n

+ −

≥
∑ 1 2

1

 şi aplicăm primul criteriu de comparaţie folosind 
( )n n
n

n n
n

n

n
+ −

≤
+1 2 2

n . Seria 
n n

nn
n

+

≥
∑

2

1
 este 

convergentă în virtutea criteriului radical: 
n n

n
n n

n nn
n

n+
=

+
→ →

2 2

0 , ∞  

 

6. Seria 
( )n
n

n n

n
n

!+ −

≥
∑ 1 2

1
 este absolut convergentă. Solutie. Seria n

nn
n

!

≥
∑

1

 este convergentă în baza criteriului raportului iar 

seria 
2

1

n

n
n n≥
∑  este convergentă în baza criteriului radical, în consecinţă seria n

n

n

n
n

!+

≥
∑ 2

1

 este convergentă. Deoarece 

( )n
n

n
n

n n

n

n

n
! !+ −

≤
+1 2 2

, utilizând primul criteriu de comparaţie, rezultă că seria este absolut convergentă. 

 

7. Seria 1
1 2 3!

2 3
+ + +

z z z
! !

... , z ∈C  este absolut convergentă. Solutie. Utilizăm afirmaţia: orice serie absolut convergentă 

este convergentă. Pentru seria modulelor utilizăm criteriul raportului 
( )

z
n

n

z

z
n

n
n

n

+

+
⋅ =

+
→ →

1

1 1
0

!
! , ∞ . Prin definiţie, 

e
z z zz = + + +1 1 2 3

2 3

! ! ! ... , z ∈C  
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Şiruri de funcţii 

 

Definiţii. Fie . RR→⊆Eff n :,

• Şirul fn converge simplu (punctual) la f, dacă  

∀ ∈ ∀ > ∃ ∀ ≥ − <x E n n n f x f xx x n, , , : ( ) ( ), ,ε εε ε0  (rangul nx,ε depinde şi de x şi de ε) 

• Şirul fn converge uniform la f, dacă  

∀ > ∃ ∀ ≥ ∀ ∈ − <ε εε ε0, , , : ( ) ( )n n n x E f x f xn  (rangul nε depinde numai de ε) 

• Şirul fn este Cauchy uniform, dacă  

∀ > ∃ ∀ ≥ ∀ ∈ − <ε εε ε0, , , , : ( ) ( )n n m n x E f x f xn m  (rangul nε depinde numai de ε) 

 

Proprietăţi imediate 

• Un şir este convergent uniform dacă şi numai dacă este Cauchy uniform. 

• Dacă şirul de funcţii  converge uniform atunci converge simplu. f n

• Convergenţa simplă nu atrage convergenţa uniformă 

 

Proprietăţi care se transmit limitei prin convergenţă uniformă 

Fie ,  f f En , : ⊆ →R R f fn

u
→

• Dacă funcţiile  sunt mărginite, atunci f este mărginită. f n

• Dacă funcţiile  sunt continue, atunci f este continuă. f n

• Dacă funcţiile  sunt derivabile şi şirul derivatelor este uniform convergent, , atunci f este derivabilă 

şi . 

f n f n

u
' → g

f g' =

◊ Concluzia se exprimă condensat în forma: ( )lim ( ) lim ( )' 'f x f xn n=  

• Dacă E este interval mărginit,  şi f sunt derivabile,  iar  converge într-un punct ( )f n n∈N
f n

u
' '→ f f n a E∈  la 

, atunci  pe E. f a( ) f n

u
→ f

• Dacă  sunt continue, atunci  f n lim ( ) ( )f x dx f x dxn
a

b

a

b

∫ ∫=
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1. Calculaţi limita (simplă) a şirului de funcţii [ ] ( )
3

1,1,0:
2 +

+
=→

nx
nxxff nn R  

Soluţie. Avem ( )lim f n 0 1
3

=  iar pentru , avem x ≠ 0 ( )lim f x
xn =
1 , în concluzie, dacă notăm [ ] ( )f f x

x

x
x

: , ,
,

,
0 1

1
3

0

1 0
=

=

≠

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

, 

atunci . lim f fn =

2. Arătaţi că şirul de funcţii [ ) ( )f f x x n
x nn n: , ,0

1
∞ → =

+
+ +

R  este convergent uniform 

Soluţie. Limita simplă (punctuală) este ( )lim f xn = 1; în concluzie, dacă notăm , atunci . 

Arătăm că limita este uniformă, 

( )f f x: ,R R→ 1= f fn

s
→

( ) ( )f x f x
n x nn − =

+ +
<

1
1

1 , deoarece 1 0
n

n→ → ∞, , independent de x. 

3. Arătaţi că şirul de funcţii  nu este uniform convergent. ( ): , arctgnf f xn n→ =R R x

Soluţie. Pentru ( )x f xn< =0 2, lim
π

− , pentru ( )x f xn> =0 2, lim
π

 şi ( )lim f n 0 0= . În concluzie, dacă notăm 

( )f f x

x

x

x

: ,

,

,

,

R R→ =

− <

=

>

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

π

π

2
0

0 0

2
0

1, atunci . Utilizăm afirmaţia: limita uniformă a unui şir de funcţii continue este o 

funcţie continuă. Observăm că funcţia f nu este continuă deci convergenţa nu poate fi uniformă. 

f n

s
→ f

4. Arătaţi că şirul de funcţii ( ) ( )f f x
n

x nn n: , ,0 ∞ → =
+

R  nu este uniform convergent. 

Soluţie. Şirul este convergent punctual (simplu) la funcţia constantă ( ) ( )f f: , ,0 ∞ → =R x 1. Convergenţa depinde însă 

de x, n
x n

x
x n+

− =
+

1  iar x
x n

n
+

< ⇔ > −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ε
ε
1 1 x . Se observă cu uşurinţă că pentru ε  şi  date, există nε x > 0  astfel încât 

inegalitatea nu mai este adevărată, respectiv pentru care nε ε
≤ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1 1 x . În consecinţă, convergenţa nu este independentă de x deci 

nu este uniformă. 

5. Calculaţi lim 1
5

0

1

n x
dx

+∫  

Soluţie. Şirul de funcţii [ ] ( )f f x
n xn n: , ,0 1

1
5→ =

+
R  este convergent punctual (simplu) la funcţia constantă 

. Convergenţa este uniformă deoarece [ ] ( )f f x: , ,0 1 0→R = ( ) ( )f x f x
n x n nn − =

+
≤ → → ∞

1 1
05 , , independent de x. Pentru 

limită folosim proprietatea: , deci ( ) ( )lim lim
b b

n n
a a

f x dx f x dx=∫ ∫ lim
1

05
0

1

n x
dx

+
=∫  

6. Calculaţi  lim e dnx−∫
2

2

5

x

Soluţie. Şirul de funcţii [ ] ( )f f xn n
nx: , ,2 5

2
→ = −R e

[ ] ( )f f x: , ,2 5 0→ =R

 este convergent punctual (simplu) la funcţia constantă 

. Convergenţa este uniformă deoarece ( ) ( )f x f x e e nn
nx n− = ≤ → →− −2 4 0, ∞

=

, independent de x. 

Pentru calculul limitei folosim aceeaşi proprietate ca la exerciţiul anterior, deci . De remarcat 

faptul că integrala nu poate fi calculată direct deoarece funcţia nu are primitive exprimabile prin funcţii elementare. 

lim lim
n

nx

n

nxe dx e dx− −∫ ∫=
2 2

2

5

2

5

0
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Serii de funcţii 

Fie , NRR ∈→⊆ nEun ,: ∑ nu  se numeşte serie de funcţii. 

Criterii de convergenţă pentru serii de funcţii 

Criteriul general al lui Cauchy 
• Dacă pnnn uuu +++ +++ ...21  converge uniform la 0, pentru ∞→n , independent de p, atunci seria 

 este uniform convergentă. ∑ nu

• Dacă pnnn uuu +++ +++ ...21  converge uniform la 0, pentru n → ∞ , independent de p, atunci 

seria  este uniform absolut convergentă. un∑
Criteriul lui Weierstass (criteriu de majorare). Dacă { }∃

∈
an n N

, u x a x E nn n( ) , ,≤ ∀ ∈ ∀ ∈N  şi an < ∞∑ , 

atunci  este uniform absolut convergentă pe E. un∑
Criteriul lui Dirichlet. Fie . Dacă a v En n, : ⊆ →R R s v v vn n= + + +1 2 ...  sunt funcţii uniform mărginite pentru 

orice  (constanta de mărginire nu depinde de n) şi  (descrescător şi convergent la 0) uniform, 

atunci seria  este uniform convergentă pe E 

n ∈N an ↓ 0

a vn n∑
Criteriul lui Leibnitz. Fie . Dacă  uniform, atunci seria seria  este uniform 

convergentă pe E 

a En : ⊆ →R R an ↓ 0 ( )−∑ 1 n
na

Definiţie. Mulţimea {A x u xn= }∑ ( ) este convergentă  se numeşte mulţime de convergenţă a seriei un∑ . 

 

Proprietăţi care se transmit sumei seriei, prin convergenţă uniformă 

Fie u u ,  En , : ⊆ →R R u un

u

∑ →

• Dacă funcţiile un sunt continue atunci u este continuă. 

• Dacă funcţiile u  sunt derivabile şi , atunci u este derivabilă şi un un

u
'∑ → v v' = . 

◊ Concluzia se exprimă condensat în forma: ( )u xn ( )
'

∑ = u x x En
' ( ),∑ ∀ ∈  

◊ Proprietatea se numeşte “proprietatea de derivare termen cu termen a seriilor de funcţii” 

• Dacă E este interval mărginit,  şi u sunt derivabile,  iar ( )un n∈N
u un

u
'∑ → ' un∑  converge într-un punct 

a E∈  la u a , atunci  pe E. Seria de funcţii poate fi derivată termen cu termen. ( ) un

u

∑ → u

• Dacă funcţiile un sunt continue atunci  u x dx u x dxn
a

b

n
a

b

( ) ( )∫∑ ∑∫=

◊ Proprietatea se numeşte “proprietatea de integrare termen cu termen a seriilor de funcţii” 
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Seria de funcţii ( ) ( )
−

+
≥

∑ 1
10

n
n

n

x
n !

 este uniform convergentă pe [ ]1,1−  

Demonstraţie. Utilizăm criteriul general al lui Cauchy: ( ) ( ) ( ) ( ) ≤
++

−++
+

−
+

+
+

+

!1
1...

!2
1

1
1

pn
x

n
x pn

pn
n

n  

( ) ( ) ∞→→≤
−

−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +++=++≤
++

++
+ +−+++

n
pnn n

p

npnpnn
,0

2
1

2
11

2
11

2
1

2
1...

2
11

2
1

2
1...

2
1

!1
1...

!2
1

1111
, independent de 

 şi independent de p. Seria este uniform absolut convergentă. [ 1,1−∈x ]

2. Seria de funcţii 
sin nx

nn
2

1≥
∑  este uniform absolut convergentă pe R  

Demonstraţie. Utilizăm criteriul lui Weierstrass sin ,nx
n n

x2 2
1

≤ ∀ ∈R  iar 1
2

1 nn≥
∑  este convergentă 

3. Seria de funcţii x
n

n

n≥
∑

0

 este uniform absolut convergentă pe orice interval de forma [ ] 1,, <− rrr  

Demonstraţie. Utilizăm criteriul lui Dirichlet s x x r r
r

rn
n n

n

= + + + ≤ + + + =
−

−
<

−

+

1 1
1

1
1

1

1

... ... r  deci este 

mărginit, iar şirul a
n

n =
1  este monoton descrescător şi convergent la 0. 

4. Seria de funcţii  este uniform convergentă pe orice interval de forma ( )−
≥

∑ 1
0

n n

n

nx [ ] 1,, <− rrr  

Demonstraţie. Utilizăm criteriul lui Leibnitz ( )a x nxn
n=  este descrescător pentru x fixat, începând de la un rang, 

( )n x nx x n
n

n n+ ≤ ⇔ ≤
+

+1
1

1 , şi anume de îndată ce r n
n

≤
+1

 

5. Calculaţi: ( ) ( )1 2 3 1 112+ + + + + + ∈ −x x n x xn... ... , ,  

Soluţie. Arătăm că seria de funcţii 1  poate fi derivată termen cu termen pe orice interval 
de forma [ ] . Pentru aceasta arătăm că atât aceasta, cât şi seria formată cu derivatele funcţiilor (adică seria dată în 

enunţ) sunt uniform convergente. Seria 1  este uniform convergentă în baza criteriului lui Weierstrass 

deoarece 

2+ + + + +x x x n... ...
− <r r r, , 1

2+ + + + +x x x n... ...

x rn ≤ n  iar seria geometrică  este convergentă pentru r n

n≥
∑

0

r < 1 . Seria formată cu derivatele funcţiilor, 

 este de asemenea uniform convergentă în baza criteriului lui Weierstrass deoarece ( )1 2 3 12+ + + + + +x x n x n... ...

( ) ( )n x n rn n+ ≤ +1 1  iar seria este convergentă în baza criteriului raportului: ( )1 2 3 12+ + + + + +r r n r n... ...

( )
( )

lim
n r

n n
r

n

n

+

+
= <

+2

1
1

1

. Pentru calculul efectiv observăm că suma parţială ( )s x x x x x
xn

n
n

= + + + + =
−

−

+

1 1
1

2
1

...  este 

uniform convergentă la funcţia 1
1− x

 deci suma seriei din enunţ se va obţine prin derivare: 
( )

1

1 2− x
 

6. Calculaţi: [ )z
z z

n z
n

+ + + + ∈
2

2 0 1... ... , ,  

Soluţie. Am văzut deja că seria de funcţii 1  este uniform convergentă pe [ ] , în 

consecinţă poate fi integrată termen cu termen pe orice interval 

2+ + + + +x x x n... ... 0 1, ,r r <

[ ]0, ,z z < 1 , aşadar suma seriei este 

( ) ( )1
1

1
0

1
0 −

= − − = − −∫ x
dx x

z
z

z
ln ln  
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Serii de puteri, mulţime de convergenţă 

Definiţie. Seriile de puteri sunt acele serii pentru care . u x a xn n
n( ) =

 

Proprietăţi ale mulţimii de convergenţă, A 

•  deoarece  A ≠ ∅ 0 ∈ A

• Teorema I a lui Abel. Există ρ, 0 ≤ ≤ ∞ρ , astfel încât: 

1. x n
n< ⇒ ∑ρ a x  este absolut convergentă 

2. x n
n> ⇒ ∑ρ a x  este divergentă 

3. ∀ < <r r,0 ρ ,  este uniform absolut convergentă pe a xn
n∑ [ ]− r r, . 

• Mulţimea de convergenţă A este un interval centrat (un disc în cazul C) care poate fi de forma ( )− ρ ρ, , 

 (  sau [ . Numărul [ )− ρ ρ, , ]− ρ ρ, ]− ρ ρ, ρ  se numeşte rază de convergenţă. 

 

Determinarea razei de convergenţă 

Teorema Cauchy-Hadamard. Fie seria de puteri a xn
n∑  şi ω = limsup an

n , atunci: 

1. 0 1
< < ∞ ⇒ =ω ρ

ω
 

2.ω ρ= ⇒ = ∞0  

3.ω ρ= ∞ ⇒ = 0  

Corolar 

• Dacă există lim an
n  atunci ω = lim an

n  

• Dacă există lim a
a
n

n

+1  atunci ω = +lim a
a
n

n

1  

 

Proprietăţi ale seriilor de puteri 

• Funcţia sumă, dată de , este continuă şi derivabilă pe orice mulţime [ ] . s x a xn
n( ) = ∑ − <r r r, , ρ

• O serie de puteri se poate deriva (integra) termen cu termen pe ( )−ρ ρ, . 

• Teorema a II-a a lui Abel. Dacă ρ ∈ A  atunci lim ( ) ( )
s

s x s
↑

=
ρ

ρ  iar dacă − ∈ρ A  atunci 

lim ( ) ( )
s

s x s
↓−

= −
ρ

ρ . 
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1. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri 
x
n

n

n
3

1≥
∑  

Soluţie. Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy Hadamard 

( )
( )

ω = =
+

=
+

=+lim lim lim
a
a

n

n

n
n

n

n

1
3

3

3

3

1
1

1 1
1  şi ρ

ω
= =

1 1 , deci seria este absolut convergentă pentru ( )x ∈ −11,  şi 

uniform absolut convergentă pe orice interval [ ] ( )− ⊂ −r r, 11, . Pentru x = 1 seria devine 
1
3

1 nn≥
∑  care este convergentă 

(seria armonică generalizată cu α = 3 ). Pentru x = −1  seria devine 
( )−

≥
∑ 1

3
1

n

n n
 care este absolut convergentă (seria 

modulelor este exact cea anterioară). Mulţimea de convergenţă este [ ]A = −11, . 

2. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri x
n

n

n≥
∑

1

 

Soluţie. Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy Hadamard 

ω = =
+

=
+

=+lim lim lim
a
a

n

n

n
n

n

n

1

1
1

1 1
1  şi ρ

ω
= =

1 1 ; seria este absolut convergentă pe (  şi uniform absolut 

convergentă pe orice interval 

)−11,

[ ] (− ⊂ −r r, 11), . Pentru x = 1 seria 
1

1 nn≥
∑  este divergentă (seria armonică generalizată 

cu α =
1
2

). Pentru x = −1  seria 
( )−

≥
∑ 1

1

n

n n
 este absolut convergentă în baza criteriului lui Leibnitz ( 1

n
 este monoton 

descrescător şi convergent la 0). Mulţimea de convergenţă este [ )A = −11, . 

3. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri x
n

n

n !
≥

∑
1

 

Soluţie. Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy Hadamard 

( )
( )ω = =

+
=

+
=

+
=+lim lim

!

!

lim
!

!
lim

a
a

n

n

n
n n

n

n

1

1
1

1 1
1

1 0  şi ρ = ∞ , deci seria este absolut convergentă pentru x ∈R  şi 

uniform absolut convergentă pe orice interval de forma [ ]−r r, . Mulţimea de convergenţă este A=R . 

4. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri n xn n

n≥
∑

1
 

Soluţie. Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy Hadamard 
( )

( )ω = =
+

= + +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ∞+

+

lim lim lim
a
a

n
n

n n
n

n

n

n

n
1

11
1 1

1
 şi ρ = 0 , deci mulţimea de convergenţă este . { }A = 0

5. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri 2
1

n n

n
x

≥
∑  

Soluţie. Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy Hadamard 

ω = = =+
+

lim lim
a
a
n

n

n

n
1

12
2

2  şi ρ =
1
2

. deci seria este absolut convergentă pentru x ∈ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

1
2

,  şi uniform absolut 

convergentă pe orice interval de forma [ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⊂−

2
1,

2
1, rr . Pentru x =

1
2

 seria devine ∑
≥1

1
n

 care este divergentă. 

Pentru x = −1  seria  este divergentă Mulţimea de convergenţă este ( )−
≥

∑ 1
1

n

n
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2
1,

2
1A . 
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Formula lui Taylor 
Fie , , f I: →R f C In∈ +1 ( ) a I∈  şi  p ∈N*

Formula lui Taylor cu restul Schlömlich-Roche. Pentru orice x I∈  există ( )ξ ∈ a x,  sau  a.î: ( )ξ ∈ x a,

f x f a f a x a f a
k

x a f a
n

x a f
n p

x a x
k

k
n

n
n

p n( ) ( ) ( )
!

( ) ... ( )
!

( ) ... ( )
!

( ) ( )
!

( ) ( )
' ( ) ( ) ( )

= + − + + − + + − + − −
+

− +

1

1
1ξ ξ p  

Formula lui Taylor cu restul Lagrange. Pentru orice x I∈  există ( )ξ ∈ a x,  sau  astfel încât: ( )ξ ∈ x a,

f x f a f a x a f a
k

x a f a
n

x a f
n

x a
k

k
n

n
n

n( ) ( ) ( )
!

( ) ... ( )
!

( ) ... ( )
!

( ) ( )
( )!

( )
' ( ) ( ) ( )

= + − + + − + + − +
+

−
+

+

1 1

1
1ξ  

Formula lui Taylor cu restul Cauchy. Pentru orice x I∈  există ( )ξ ∈ a x,  sau  astfel încât: ( )ξ ∈ x a,

f x f a f a x a f a
k

x a f a
n

x a f
n

x a x
k

k
n

n
n

n( ) ( ) ( )
!

( ) ... ( )
!

( ) ... ( )
!

( ) ( )
!

( )( )
' ( ) ( ) ( )

= + − + + − + + − + − −
+

1

1 ξ ξ  

Consecinţă. Extrem local. 
Dacă , atunci: f a f a f a f a nn n' '' ( )( ) , ( ) , ... ( ) , ( ) ,= = = ≠−0 0 0 01 ≥ 2

dacă n este număr par, atunci a este punct de extrem local al funcţiei f, astfel: 
• minim dacă  f an( ) ( ) > 0

• maxim dacă  f an( ) ( ) < 0
dacă n este număr impar iar a este punct interior al lui I, atunci a nu este punct de extrem 

 
Formula Mac Laurin 

Fie , , f I: →R f C In∈ +1 ( ) 0 ∈I . 
Formula lui Mac Laurin cu restul Lagrange. Pentru orice x I∈  există ( )θ ∈ 0 1,  astfel încât: 

f x f f x f
n

x f x
n

x
n

n
n

n( ) ( ) ( )
!

... ( )
!

( )
( )!

' ( ) ( )

= + + + +
+

+
+0 0

1
0

1

1
1θ  

Formula lui Mac Laurin cu restul Cauchy. Pentru orice x I∈  există ( )θ ∈ 0 1,  astfel încât: 

f x f f x f
n

x f x
n

x
n

n
n

n n( ) ( ) ( )
!

... ( )
!

( )
!

( )
' ( ) ( )

= + + + + −
+

+0 0
1

0 1
1

1θ θ  

 
Seria Taylor 

Definiţie. Fie  şi af C I∈ ∞ ( ) I∈ , atunci seria: 

f a f a x a f a
n

x a
n

n( ) ( )
!

( ) ... ( )
!

( ) .
' ( )

+ − + + −
1

..+  

se numeşte seria Taylor ataşată funcţiei f în punctul a. 

⇒ T x f a f a x a f a
n

x an

n
n( ) ( ) ( )

!
( ) ... ( )

!
( )

' ( )

= + − + + −
1

 se numeşte polinom Taylor ataşat funcţiei f în 

punctul a iar  se numeşte rest de ordin n R x f x T xn ( ) ( ) ( )= − n

Notăm cu A mulţimea valorilor x pentru care seria Taylor ataşată funcţiei f este convergentă; această mulţime 
poate să nu coincidă cu domeniul de definiţie al funcţiei f. 

Definiţie. Fie s x f a f a x a f a
n

x a x A
n

n( ) ( ) ( )
!

( ) ... ( )
!

( ) ... ,
' ( )

= + − + + − + ∈
1

; spunem că f se dezvoltă în serie 

Taylor pe mulţimea B A I⊂ ∩  dacă f x s x x B( ) ( ),= ∀ ∈ . 
Teoremă. f se dezvoltă în serie Taylor pe mulţimea B dacă şi numai dacă R x x Bn ( ) ,→ ∀ ∈0  

Teoremă (criteriu). Dacă ∃ > ≤ ∀ ∈ ∀ ∈M f x M n xn0a. î. ( ) , ,( ) N B  atunci f se dezvoltă în serie Taylor pe B. 

 
Aplicaţie. Seria binomială (binomul lui Newton generalizat). Fie x ∈ − ∈ −( , ),11 α R N , atunci: 

( )
!

( )
!

... ( )...( )
!

...1 1
1

1
2

1 12+ = + + − + − − + +x x x n
n

x nα α α α α α α  



    7 

1. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x, funcţia ( ) xexff =→ ,: RR  

Soluţie. Utilizăm dezvoltarea în serie Taylor. Derivatele sunt ( )f x en( ) = x

]
 şi sunt mărginite pe orice mulţime 

 deoarece [−r r, [ ]e e x r rx r≤ ∀ ∈ −, , ] deci funcţia se dezvoltă în serie Taylor pe orice mulţime de forma [ , adică 

pentru orice 

−r r,

x ∈R . Avem  deci seria Taylor asociată pentru ( )f n( ) 0 1= a = 0  este e x x x
n

x
n

= + + + + +1
1 2

2

! !
...

!
...  

2. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x, funcţia ( )f f x: , siR R→ = xn  

Soluţie. Utilizăm dezvoltarea în serie Taylor. Derivatele funcţiei sunt  şi 

 şi sunt mărginite pe R  deci funcţia se dezvoltă în serie Taylor pe 

( ) ( )f xk k( ) sin2 1= − x

x( ) ( )f xk k( ) cos2 1 1+ = − x ∈R . Avem ( )f k( )2 0 0=  şi 

 deci seria Taylor asociată pentru a( ) ( )f k k( )2 1 0 1+ = − = 0  este sin
! ! ! ! !

...x x x x x x
= − + − +

1 3 5 7 9

3 5 7 9
 

3. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x, funcţia { } ( )f f x
x

: ,R R− − → =
+

1 1
1

 

Soluţie. Utilizăm seria binomială pentru α = −1 : 1
1

1 2 3

+
= − + −

x
x x x ... , ( )x ∈ −11,  

4. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x , funcţia ( ) ( ) ( )f f x: , , ln− ∞ → = +1 1R x  

Soluţie. Derivata funcţiei este ( ) ( )f f x
x

' : , , '− ∞ → =
+

1 1
1

R  care am văzut că se dezvoltă în serie Taylor după 

puterile lui : ( )x ∈ −11, 1
1

1 2 3

+
= − + −

x
x x x ... , pe care o integrăm termen cu termen şi rezultă ( )ln ...1

2 3

2 3
+ = − +x x x x , 

. Pe de altă parte, ştim că (x ∈ −11, ) 1 1
2

1
3

2− + =... ln  deci ( ]x ∈ −11,  

5. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x , funcţia ( )f f x: ,R R→ = arctgx  

Soluţie. Derivata funcţiei este ( )f f x
x

' : , 'R R→ =
+

1
1 2  care se dezvoltă în serie Taylor după puterile lui x 2 : 

1
1

12
2 4 6

+
= − + −

x
x x x ... , pe care o integrăm termen cu termen şi rezultă arctgx x x x

= − +
3 5

3 5
... , . Pe de altă 

parte, 

(x ∈ −11, )

− ∈1 A , deci  şi conform teoremei a II-a lui Abel: [ )x ∈ −11,
π
4 = − +1

1
3

1
5 ...  

6. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x , funcţia { } ( )
65

1,3,2: 2 +−
=→−

xx
xff RR  

Soluţie. Descompunem 1
5 6

1
3

1
22x x x x− +

=
−

−
−

 şi dezvoltăm fiecare termen folosind seria binomială, astfel 

( ) ( )( ) (1
3

3 1
3

1
3

1
3

1 1
1 3

1 2
2 3

1
3 3

3 31
1 2

0x
x x x x x x

n

n
n−

= − = − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − +
−

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
− −

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = − ∈ −−

−

≥
∑! !

... , , ) ; dezvoltarea se 

poate obţine şi pornind de la seria geometrică: (1
3

1
3

1

1
3

1
3 3

3 3
0x x

x x
n

n−
= −

−
= − ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

∈ −
≥

∑ , ), . Analog, cel de-al doilea 

termen este: (1
2

1
2 2

2 2
0x

x x
n

n
n−

= − ∈ −
≥

∑ , ), , deci ( ) ( ) ( ) ( )1
5 6

2 3 2 2 3 3 2 22
1 1

0x x
x xn n n

n− +
= − ∈ − ∩ − = −− − − −

≥
∑ , , , , . 

7. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x −1 , funcţia ( )f f x: , ,− ∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

→ =
3
2

2 3R x +  

Soluţie. Punem în evidenţă factorul x −1  astfel încât să putem utiliza dezvoltarea în serie binomială: 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 1 5 5 1 2
5

1 5 1

1
2
1

2
5

1

1
2

1
2

1 1
2

1
2
5

1

1
2

x x x x
n

n
x

n

+ = − + = + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + ⋅ − + +
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

=
!

...
...

!
...  

( ) ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−⋅⋅⋅
−+ ∑ − n

n
n x

n
n 1

5!
32...31115 1 , x ∈ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

3
2

7
2

,  



Spatiul mR  
 

Structura algebrică este dată de operaţiile: 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

, ,..., , ,..., , ,...,
, ,..., , ,...,

m m m

m m

mx x x y y y x y x y x y
x x x x x xα α α α

⎧ + = + +⎪
⎨ =⎪⎩

+
 

Structura topologică ( de convergenţă ) 
Notiunea de convergenţă a şirurilor de vectori trebuie să respecte următorul principiu:  

un sir de vectori, din  este convergent daca si numai daca sirurile formate din componentele termenilor, 
sunt siruri convergente. 

mR

( ) ( ) , 1..n n i i
x x x x i→ ⇔ → = m , unde ( ) ( ) ( )( ) ( )1

, ,..., , , , 1..m
n n n n n nm m i

x x x x x x i= ∈R R m∈ =   

Exemple, prin care acest principiu este satisfacut 
1.definim 2 2 2

1 22
... mz z z z= + + +  si spunem ca 

2
0, , ,n nx x n n n x xε εε ε→ ⇔∀ > ∃ ∀ ≥ − <  

2.definim max iz
∞
= z  si spunem ca 0, , ,n nx x n n n x xε εε ε

∞
→ ⇔∀ > ∃ ∀ ≥ − <  

3.definim 1 21
... mz z z z= + + +  si spunem ca 

1
0, , ,n nx x n n n x xε εε ε→ ⇔∀ > ∃ ∀ ≥ − <  

Definitie. Fie V  spatiu vectorial. Spunem ca aplicatia :V +→R  este o norma, daca verifica proprietatile: 

( )1. , ,

2. , ,

3. 0 0

x x x V

x y x y x y V

x x

α α α= ∀ ∈ ∀ ∈

+ ≤ + ∀ ∈

= ⇔ =

R C
 

Observatie.  Expresiile 
2
, ,

∞ 1
 definesc, fiecare, o norma in sensul definitiei anterioare. 

De cele mai multe ori, se foloseste norma 
2

, numita si norma euclidiana. 
Sir Cauchy. 
Definitie. Sirul ( )mx  este Cauchy daca 0, , , , n mn n m n x xε εε ε∀ > ∃ ∀ ≥ − <  

Proprietate. Un sir de vectori din  este Cauchy daca si numai daca este convergent. mR
 

Functii continue 
Definitie. Fie  si . Spunem ca  este limita functiei f in x daca : m pf →R R mx∈R pl∈R ( )n nx x f x∀ → ⇒ → l  
Definitie. Fie  si . Spunem ca functia f este continua in x daca : m pf →R R mx∈R ( ) ( )n nx x f x f x∀ → ⇒ →  
Exemplu. Orice aplicatie liniara  este continua. : mT →R R p

 
Topologia (normei) pe  mR

Definitie. Numim bila de centru a si raza r, multimea ( ) { }, ,mB a r x x a r= ∈ − <R  

Definitie. Spunem ca x A∈  este punct interior multimii  daca exista mA⊂ R ( ),B x r A⊂ . Multimea punctelor 

interioare se notează prin . O multime A se numeste deschisa daca 
o

A
o

A A=  si are proprietatea ca, daca un sir ( )nx  
converge la un elemente x A∈ , atunci exista un rang  astfel incat 0n 0,nx A n n∈ ∀ ≥ . 
Definitie. Spunem ca x este punct aderent la multimea  daca mA⊂ R ( ) ( ), , ,B x r B x r A∀ ∩ ≠∅ . Multimea punctelor 

aderente se noteaza prin A . O multime A se numeste inchisa daca A A=  si are proprietatea ca orie sir convergent, 
format cu elemnte din A, are limita continuta tot in A. 
Definitie. O multime  se numeste marginita daca mA⊂ R 0 astfel incat ,M x M x A∃ > ≤ ∀ ∈

p R
p

 
Definitie. O multime  se numeste compacta daca este inchisa si marginita. O multime compacta are 
proprietatea ca orice sir continut in multime poseda un subsir convergent, catre un element din A. 

mA⊂ R

 
Proprietăţi ale funcţiilor continue 
1.O funcţie  este continuă daca şi numai dacă toate componentele, , sunt continue : mf →R R : m

if →R
2.O funcţie continuă, definită pe o mulţime compactă,  este uniform continuă, în sensul următor: : mf K ⊂ →R R

( ) ( )0, 0, ', '', ' " ' "x x x x f x f xε εε δ δ∀ > ∃ > ∀ − < ⇒ − < ε

R

 

3.O funcţie continuă, definită pe o mulţime compactă,  este marginită şi işi atinge marginile : mf K ⊂ →R



Spatiul mR  
1.Fie sirul ( ) 2,n nu v ∈R , convergent in raport cu norma euclidiana, avand limita ( ) 2,u v ∈R . Atunci sirurile de 

numere reale  si  sunt convergente, iar  si . nu nv nu u→ nv v→
Demonstratie. Conform definitiei convergentei in raport cu norma euclidiana, avem: 

( ) ( )
2

0,  astfel incat , ,n nn n n u v u vε εε ε∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − <   

ceea ce, prin explicitarea normei arata ca: 

( ) ( )2 20,  astfel incat n nn n n u u v vε εε ε∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − + − <  
de unde rezulta imediat ca: 

0,  astfel incat nn n n uε ε uε ε∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − <  si 
0,  astfel incat nn n n vε ε vε ε∀ > ∃ ∀ ≥ ⇒ − <  

 
2.Reciproc, daca sirurile de numere reale  si  sunt convergente, iar  si , atunci sirul nu nv nu → u vnv →

( ) 2,n nu v ∈R  este convergent in raport cu norma euclidiana si are limita ( ) 2,u v ∈R . 
Demonstratie. Este suficient sa observam ca de indata ce avem doua inegalitati de forma nu u ε− <  si 

nv v ε− < , atunci este adevarata inegalitatea ( ) ( )2 2 2n nu u v v ε− + − < , adica de indata ce expresiile nu u−  si 

nv v−  sunt convergente la 0, rezulta ca expresia ( ) ( )2
n nu u v v− + − 2  converge la 0, adica ( ) ( )

2
, ,n nu v u v− → 0 . 

 
3.Fiind dati vectorii , se numeste produs scalar: , mx y∈R 1 1 2 2, ... m mx y x y x y x y= + + +  si este adevarata 

inegalitatea Cauchy-Schwartz: ,x y x y≤   

Demonstratie. Utilizam inegalitatea ( )2 0at b− ≥ , sau 2 2 22t a abt b 0− + ≥ , pe care o aplicam succesiv, astfel: 
2 2 2

1 1 1 12 0t x x y t y− + ≥ , , …, 2 2 2
2 2 2 22 0t x x y t y− + ≥ 2 2 22 0m m m mt x x y t y− + ≥  

iar prin insumarea lor rezulta 22 2 , 0t x x y t y− + 2 ≥ , drept urmare, ecuatia de gradul 2 asociata are discriminantul 

cel mult egal cu zero, adica 2 2 24 , 4 0x y x y∆ = − ≤  
 

3.Aplicatia liniara , 2 2:T →R R ( ) ( ), 2 3 , 2T x y x y x y= + −  este continua 
Demonstratie. Consideram sirul ( ) ( ) ( )2, , ,n n n n ,x y x y x∈ →R y , adica nx x→  si  si observam ca 

putem utiliza operatiile cu siruri convergente, pe multimea numerelor reale, astfel incat:  
ny → y

2 3 2 3n nx y x+ → + y  si 2 2n nx y x− → − y   
de unde rezulta ca ( ) ( )2 3 , 2 2 3 , 2n n n nx y x y x y x y+ − → + − , adica T este continua. 
 

4.Limita unei functii de mai multe variabile nu trebuie confundata cu limita iterata, adica o limita de forma: 

( )lim lim ( , )
y b x a

f x y
→ →

 

De exemplu, consideram functia ( )
( ) (

( ) (
2 22

   daca , 0,0
2: , ,

0                   daca , 0,0

xy x y
x yf f x y

x y

⎧ ≠⎪ +→ = ⎨
⎪ =⎩

R R
)

)
 precum si cele doua 

limite iterate ( ) (0 0 0 0
lim lim ( , ) lim lim ( , ) 0
y x x y

f x y f x y
→ → → → )= =  care sunt egale, dar, totusi, functia nu are limita in ( )0,0  

deoarece pentru 1
n nx y

n
= =  vom obtine ( )

2

2

1
1lim , lim 3 3n n

nf x y

n

= =  iar pentru 3  si n nx y
n n

1
= =  vom obtine o limita 

diferita, respectiv ( )
2

2

3
3lim , lim 11 11n n

nf x y

n

= =  



Derivabilitate in mR  

p

 

Definiţie. Fie  şi ; spunem ca functia f este diferenţiabilă în sens Frechet în a dacă 
, aplicaţie liniară şi continuă astfel încât: 

: m pf A⊆ →R R a A∈
o

: m
aT∃ →R R

( ) ( )
lim

( )
h

af a h f a T h

h→

+ − −
=

0
0  

Notaţie. Diferenţiala Frechet a funcţiei f  în punctul a se noteaza prin df  sau . a( ) f a' ( )
Caz particular: Derivata unei aplicaţii linare şi continue T, coincide cu T. 
 
Teoremă. Diferenţiala Frechet a funcţiei f  în punctul a este unică. 
Teoremă. Dacă funcţia f  este diferenţiabilă Frechet în a atunci f  este continuă în a. 

 
Derivate parţiale 

Definiţie. Se numeşte derivată parţială a componentei fi a funcţiei f, pe direcţia (după variabila) j, derivata funcţiei 
reale (  în a , adică: ) ( )a a f a a a aj j i j j− + ∋ → − +ε ε τ τ, , ... , , , , ... ,1 1 1 m j

( ) ( )∂
∂

f
x

a
f a a a t a a f a a a a a

t
i

j
t

i j j j m i j j j( ) lim
,..., , , , ... , , ... , , , , ... ,

=
+ −

→

− + − +

0

1 1 1 1 1 1 m

,

 

 

Teoremă. Dacă , este diferenţiabilă Frechet în a, atunci există f A a Am n: ⊂ → ∈R R
o ∂

∂
f
x

a ii

j

( ), ,∀ j  iar matricea 

asociată aplicaţiei linaire şi continue  are componentele f a' ( ) ∂
∂

f
x

ai

j

( ) . Reciproc, dacă există ∂
∂

f
x

a ii

j

( ), ,∀ j  şi sunt 

continue pe vecinătate a lui a, conţinută în A, atunci f este diferenţiabilă în a. 
 
Se numeşte matrice Jacobiană a funcţiei f  în punctul a, matricea asociată diferenţialei Frechet, : f a' ( )

J a

f
x

a f
x

a f
x

a

f
x

a f
x

a f
x

a

f
x

a
f
x

a
f
x

a

f

m

m

n n n

m

( )

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

... ... ... ...
( ) ( ) ... ( )

=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

1

1

1

2

1

2

1

2

2

2

1 2

 

 
 
( )( ) ( ) ( ) ( )' ' 'g f a g f a f a=  

Derivata compunerii:  
( )J a J f a J ag f g f( ) ( ) ( )= ⋅  

 
Cazuri particulare: 
 

  , R R R→ →
u

m
f

ϕ = f u , atunci ϕ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

' ' ' ...= + + +f
u

u f
u

u f
u

u
m

m
1

1
2

2
'  

 

 
( )( )

( )( ) ( ) ( )

( ), ( )

( ), ( ) ' ( ), ( ) '( ) ( ), ( ) '( )

t f x t y t

f ff x t y t x t y t x t x t y t y t
x y

→

∂ ∂
= +
∂ ∂

 

 
 
 



Derivabilitate in mR  
 
1. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul funcţiei ( )f f x y xy x y: , ,R R2 2 5→ = + + + . 

Soluţie. ( )∂
∂
f
x

x y y, = +1 , ( )∂
∂
f
y

x y x y, = + 2 , ( ) ( )J x y y x yf , ,= + +1 2  

2. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul funcţiei ( ) ( )f f x x x: , ,R R→ = +2 2 2 1x + . 

Soluţie. ( )∂
∂
f
x

x x1 1 2= + , ( )∂
∂
f
x

x2 2= ,  ( )J x
x

f =
+⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 2
2

3. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul funcţiei ( ) ( ) ( )f f x y xy x: , , , , , lnR R× ∞ → = +0 3 2 y x y . 

Soluţie. ( )∂
∂
f
x

x y y1 , = , ( )∂
∂
f
y

x y x1 , = , ( )∂
∂
f
x x y x2 2, = , ( )∂

∂
f
y

x y2 1, = , ( )∂
∂
f
x x y y3 , ln= , ( )∂

∂
f
y

x y x
y

3 , = , 

( )J x y
y
x
y

x

x
y

f ,
ln

=

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

2 1  

4. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul parametrizării . 
x t
y t
=
=

⎧
⎨
⎩

ρ
ρ

cos
sin

Soluţie. ∂
∂ρ
x t= cos , ∂

∂
ρ

x
t

t= − sin , ∂
∂ρ
y

t= sin , ∂
∂

ρ
y
t

t= cos ,  J
t t
t tF =

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

cos sin
sin cos

ρ
ρ

5. Calculaţi, folosind regula de derivare a funcţiilor compuse, derivatele parţiale şi 
Jacobianul compunerii funcţiilor , f :R R2 3→ ( ) ( )f x y x y xy x xy, , ,= + +2 2  şi 

, . g:R R3 2→ ( ) ( )g x y z xz y z, , ,= +2

Soluţie. Fie ( ) ( )( )h g f h h x y g f x y= → =, : , , ,R R2 2 , folosim formula Jacobianului compunerii de funcţii: 

. Dar,  şi , deci 

. Derivatele parţiale ale funcţiei compuse pot fi obţinute fie din Jacobian, fie prin 

calcul, de exemplu: 

( ) ( )( ) (J x y J f x y J x yh g f, ,= ⋅ ), ( )( )J f x y x xy
xy

x y
g , =

+ +⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2 2
0

0
2 1

( )J x y y x
x y x

f , =
+

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1

2 2 2

J x xy y x xy
xy x y x y xh =
+ + +
+ + +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

3 6 4 3 4
2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

h
x x y

g
f f f f

f
x x y

g
f f f f

f
x x y

g
f f f f

f
x x y1 1

1
1 2 3

1 1

2
1 2 3

2 1

3
1 2 3

3, , , , , , , , ,= + + , =  

( ) ( ) ( ) ( )( )f x y y f x y x y x xy x y x y x xy y3 1
2 21 0 2 2 2 2 2 3 6 2, ,⋅ + ⋅ + ⋅ + = + + + + = + + 2

),

 

ρ

t

6. Se consideră , , calculaţi derivatele parţiale în funcţie de parametrii transformării 

de coordonate polare în plan. 

f :R R2 2→ ( ) (f x y x y xy, = +2 2

Soluţie: ∂
∂ρ

∂
∂

∂
∂ρ

∂
∂

∂
∂ρ

ρ ρ
f f

x
x f

y
y

t t t t1 1 1 22 1 2= + = ⋅ + ⋅ = +cos cos sin cos sin t , şi analog obţinem toate derivatele 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

ρ ρ
f
t

f
x

x
t

f
y

y
t t t t1 1 1 22= + = − +sin cos sin , 

∂
∂ρ

ρ
f

t t2 4= ⋅sin cos , 
∂
∂

ρ
f
t t2 22 2= cos  

7. Calculaţi derivatele parţiale de ordin 2 ale funcţiei , f :R R3 2→ ( ) ( )f x y z x z y xyz, , ,= +2 . 

Soluţie: Derivatele parţiale de ordin I sunt ∂
∂
f
x

xz1 2= , 
∂
∂
f
y
1 1= , 

∂
∂
f
z x1 2= , 

∂
∂
f
x yz2 = , 

∂
∂
f
y xz2 = , 

∂
∂
f
z xy2 =  iar cel 

de ordin II se obţin prin derivarea acestora: ∂
∂

2
1

2 2f
x

z= , ∂
∂ ∂

2
1 0f

y x
= , ∂

∂ ∂

2
1 2f

z x
x= , ∂

∂ ∂

2
1 0f

x y
= , ∂

∂

2
1

2 0f
y

= , ∂
∂ ∂

2
1 0f

z y
= , 

∂
∂ ∂

2
1 2

f
x z x= , ∂

∂ ∂

2
1 0

f
y z

= , 
∂
∂

2
1

2 0
f

z
= , 

∂
∂

2
2

2 0
f

x
= , ∂

∂ ∂

2
2f

y x
z= , 

∂
∂ ∂

2
2f

z x y= , 
∂
∂ ∂

2
2f

x y z= , 
∂
∂

2
2

2 0
f

y
= , ∂

∂ ∂

2
2f

z y
x= , 

∂
∂ ∂

2
2f

x z y= , 

∂
∂ ∂

2
2f

y z x= , 
∂
∂

2
2

2 0
f

z
= . 



Diferenţiala de ordinul I 

R

 
 
Fie , diferenţiabilă în sens Frechet în a. Diferenţiala Frechet poate avea următoarele interpretări: f m:R →

• Matrice Jacobiană (matricea asociată aplicaţiei liniare şi continue) df : a( )

df a f
x

a f
x

a f
x

a
m

( ) ( ), ( ),... , ( )=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

∂
∂

∂
∂

∂
∂1 2

 

• Combinaţie liniară a proiecţiilor: 

df a f
x

a p f
x

a p f
x

a p
m

m( ) ( ) ( ) ... ( )= + + +∂
∂

∂
∂

∂
∂1

1
2

2  

• Diferenţiala unei proiecţii coincide cu proiecţia; deci, notând cu dx  diferenţiala proiecţiei  avem: i pi

df a f
x

a dx f
x

a dx f
x

a dx
m

m( ) ( ) ( ) ... ( )= + + +∂
∂

∂
∂

∂
∂1

1
2

2  

• Pentru ( )h h h h hm
m∈ =R , , , ... ,1 2 , avem: df a h f

x
a h f

x
a h f

x
a h

m
m( )( ) ( ) ( ) ... ( )= + + +∂

∂
∂
∂

∂
∂1

1
2

2  

Invarianţa diferenţialei de ordinul I la compunere, h x y f u x y v x y( , ) ( ( , ), ( , ))=  

dh h
x

dx h
y

dy= + =
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

f
u

du f
v

dv df+ =  

Invarianţa este formală pentru că  şi  nu au acelaşi domeniu de definiţie. dh df
 

Derivate parţiale de ordin 2 

Fie  derivabilă pe V Af A a Am: ,⊆ → ∈R R
o

a V⊆ ∈, . Dacă funcţia V u f
x

u
i

∋ →
∂
∂

( )  posedă derivată parţială după 

direcţia j aceasta se numeşte derivată parţială de ordin 2 a lui f, notată ∂
∂ ∂

2 f
x x

u
j i

( ) . 

Teoremă (Schwartz). Dacă u f
x x

u
j i

→ ∂
∂ ∂

2

( )  şi u f
x x

u
i j

→ ∂
∂ ∂

2

( )  sunt continue în a, atunci: ∂
∂ ∂

∂
∂ ∂

2 2f
x x

a f
x x

a
j i i j

( ) ( )=  

Derivate parţiale de ordin 2 pentru funcţii compuse, h x y f u x y v x y( , ) ( ( , ), ( , ))=  

∂
∂

2

2
h

x
= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ + +∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

2

2

2 2

2

2 2 2

2

2

2
2f

u
u
x

f
v

v
x

f
u v

u
x

v
x

f
u

u
x

f
v

v
x

 

∂
∂ ∂

2h
x y

= + + +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + +

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂

∂
∂ ∂

2

2

2

2

2 2 2f
u

u
x

u
y

f
v

v
x

v
y

f
u v

u
x

v
y

v
x

u
y

f
u

u
x y

f
v

v
x y

 

 
Diferenţiala de ordin superior 

Se numeşte diferenţială de ordin II forma pătratică: d f , a m2 ( ):R R→ d f a h f
x x

a h h
i ji j

i j
2

2

( ) ( )
,

= ∑ ∂
∂ ∂

 

Aplicaţie. Fie ϕ( ) ( )t f x th= + , atunci: ,  ϕ ' ( ) ( )t df x th h= + ϕ '' ( ) ( )t d f x th h= +2

Se numeşte diferenţială de ordin 3, aplicaţia: , d f a m3 ( ):R R→ d f a h f
x x x

a h h h
i j ki j k

i j k
3

3

( ) ( )
, ,

= ∑ ∂
∂ ∂ ∂

 

 

Extreme locale: Fie ( )
o

(2): ,  si fie mf A f C A⊆ → ∈ ∈R R x A  astfel încât ∂
∂

f
x

x i
i

( ) , ,= =0 1 m . Atunci, dacă forma 

pătratică d f x h f
x x

x h h
i ji j

i j
2

2

( ) ( )
,

= ∑ ∂
∂ ∂

 este pozitiv definită, x este punct de minim, dacă este negativ definită atunci 

este punct de maxim 
 
 
 



Diferenţiala de ordinul I 
 
 
1. Calculaţi diferenţialele de ordin I şi II pentru , f :R R2 → ( )f x y x y y, = +2 3 . 

Soluţie: Diferenţiala de ordin I este ( ) ( ) ( ) (df x y
f
x

x y dx
f
y

x y dy xydx x y dy, , ,= + = + +
∂
∂

∂
∂

2 32 2 )  iar cea de ordin 

II este ( ) ( ) ( ) ( )d f x y
f

x
x y dx

f
x y

x y dxdy
f

y
x y dy ydx xdxdy ydy2

2

2
2

2 2

2
2 22 2, , , ,= + + = + +

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂

24 6  

 
2. Calculaţi diferenţialele de ordin I şi II pentru , f :R R3 → ( )f x y z xyz x z y, , = + +2 . 

Soluţie: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )df x y z
f
x

x y z dx
f
y

x y z dy
f
z

x y z dz yz xz dx xz dy xy x dz, , , , , , , ,= + + = + + + + +
∂
∂

∂
∂

∂
∂

2 1 2  şi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

d f x y z
f

x
x y z dx

f
y

x y z dy
f

z
x y z dz

f
x y x y z dxdy

f
y z x y z dydz

f
z x x y z dzdx zdx zdxdy xdydz y x dzdx

2
2

2
2

2

2
2

2

2
2

2 2

2
2

2 2

2 2 2 2 2 2

, , , , , , , , , , , ,

, ,

= + + + +

= + + + +

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

∂
∂ ∂

∂
∂ ∂

+
 

 
3. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei , f :R R2 → ( )f x y x xy x y, = + − −3 23 15 12 . 

Soluţie: Determinăm soluţiile sistemului de ecuaţii:  

( )

( )

∂
∂
∂
∂

f
x

x y

f
y

x y

,

,

=

=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0

0
 adică   x y

xy

2 2 5
2

+ =
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

sistem simetric având soluţiile ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 1 2 2 1, , , , , , ,− − − − , care sunt punctele critice ale funcţiei.  
Pentru a stabili care dintre aceste puncte este punct de extrem calculăm diferenţiala de ordin II: 

 iar Hessianul . 6 .  ( )d f x y xdx ydxdx xdy2 26 12 6, = + + 2 6 6
6 6

x y
y x

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⋅

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

x y
y x

Pentru ( , matricea  are )1 2,
1 2
2 1

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ∆ ∆1 21 0 3 0= > = − <,  adică nu este nici pozitiv definită nici negativ 

definită deci punctul nu este de extrem; pentru ( )2 1, , matricea  are 
2 1
1 2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ∆ ∆1 22 0 3 0= > = >,  adică este pozitiv 

definită deci punctul este punct de minim local; pentru ( )− −1 2, , matricea  are 
− −
− −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 2
2 1

∆ ∆1 21 0 3 0= − < = − <,  

adică nu este nici pozitiv definită nici negativ definită deci punctul nu este de extrem; pentru , matricea 

 are 

(− −2 1, )
− −
− −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2 1
1 2

∆ ∆1 22 0 3 0= − < = >,  adică este negativ definită deci punctul este punct de maxim local; 

 
4. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei , f :R R2 → ( )f x y x xy y x y, = + + − −2 2 2 . 

Soluţie: Determinăm punctele critice:  
2

2 1
x y

x y
+ =

+ =
⎧
⎨
⎩

2
, deci .  x y= =1 0,

Calculăm diferenţiala de ordin II a funcţiei ( )d f x y dx dxdx dy2 22 2 2, = + + 2 ; Hessianul  are 

 deci punctul (  este punct de minim local. 

2 1
1 2

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

∆ ∆1 22 0 3 0= > = >, )1 0,
 



Functii implicite 

 
 
 
Teorema de inversiune locală. Fie  este inversabilă, 
atunci există U V  şi există V V  este difeomorfism şi: 

f A f C A f a b f am m: , ( ), ( )⊂ → ∈ =R R 1 , ' ( )
→ec a∈ ( ) ec b f U V∈ ( ) :a. î.

[ ]∀ ∈ = −v V g v f u, ' ( ) ' ( ) 1 , unde f u v( ) = , adică: 

( ) ( ) [ ]f f u f u u− −= ∀1 1'
( ) ' ( ) , U∈  

 
Teorema funcţiilor implicite. Fie , , , (  a.î.: A p q⊂ +R f A q: →R f C A∈ 1 ( ) , ) , ,a b A a bp q∈ ∈ ∈R R

1 0. ( , )f a b =  

( )2. ,∂
∂
f
y

a b⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  este inversabilă, 

atunci ∃ ∈ ∃ ∈ × ⊂U V a V V b U V A( ), ( ),  şi ϕ:U V→  astfel încât: 
1. ( )ϕ a b=  

( )( )2 0. , ,f x x x Uϕ = ∀ ∈  

( )( ) ( )( )3 1
1

. ( ), ' ( ) , ,ϕ ϕ ∂
∂

ϕ ∂
∂

ϕ∈ = −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

C U x f
y

x x f
x

x x  

în care am facut convenţia: un vector din R  este notat  unde x 
reprezintă grupul  iar y reprezintă grupul . Matricea derivatelor parţiale 

ale funcţiei f  în raport cu  este notată cu 

p q
p p p qx x x x+

+ +, ( ,... , , , ..., )1 1 ( , )x y
x x x p1 2, ,... , x x xp p p+ + +1 2, , ... , q

x x x p1 2, ,... , ∂
∂
f
x

 iar matricea derivatelor parţiale ale funcţiei f  

în raport cu  este notată cu x x xp p p+ + +1 2, , ... , q
∂
∂
f
y

. Notaţia ϕ ' ( )x  reprezintă Jacobianul funcţiei ϕ  în x. 

 
Numim determinant funcţional al funcţiilor  în raport cu variabilele  

determinantul matricii 

h h hn1 2, ,... , x x xm1 2, ,... ,

∂
∂

h
x

i

j i n
j m

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

=
=
1
1
,
,

; acesta va fi notat în forma: D h h h
D x x

n

m

( , ,... , )
( ,... )
1 2

1

 

 
Exprimare echivalentă a derivatelor parţiale ale funcţiei implicite 
 

∂ϕ
∂

i

j

q

p j p

q

p p q

x

D f f f
D x x x

D f f f
D x x

= − + +

+ +

( , , ... , )
( ,... , ... , )

( , , ... , )
( , ... , )

1 2

1

1 2

1

q , în care  se află pe poziţia i. x j

 
Observaţie practică: 
Fiind dat un sistem de ecuaţii neliniare, diferenţialele funcţiilor implicite pot fi obţinute astfel: construim 
sistemul liniar obţinut egalând cu zero diferenţiala fiecărei ecuaţii apoi rezolvăm sistemul având drept 
necunoscute diferenţialele funcţiilor implicite. Derivatele parţiale ale funcţiilor implicte sunt coeficienţii 
diferenţialelor astfel obţinute. 
 
 
 
 



Functii implicite 

1. Se consideră sistemul: . Calculaţi derivatele funcţiilor implicite u şi v, în raport cu x şi y.  
u v x y
xu yv
+ − − =
+ − =

⎧
⎨
⎩

0
1 0

Soluţie: Există trei modalităţi de calcul. 
I. Utilizăm teorema funcţiilor implicte, astfel: 
Fie u u , v vx y= ( , ) x y= ( , ) , , ( )X x y= , ( )Y u v= , , avem: 

∂
∂

f
X u v
=

− −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 1
, ∂

∂
f
Y x y y x

y
x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

−

−
−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

− −1 11 1 1 1
1

 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

u
x

u
y

v
x

v
y

f
Y

f
X y x

y
x u v

y u
y x

y v
y x

x u
x y

x v
x y

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
= −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= −
−

−
−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
− −⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

+
−

+
−

+
−

+
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⇒

−1 1 1
1

1 1
 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

u
x

y u
y x

u
y

y v
y x

v
x

x u
x y

v
y

x v
x y

=
+
−

=
+
−

=
+
−

=
+
−

, , ,  

II. Utilizăm determinanţii funcţionali: 

∂
∂
u
x

D f f
D x v

D f f
D u v

u y

x y

y u
y x

y u
y x

= − = −

−

= −
− −

−
=

+
−

( , )
( , )

( , )
( , )

1 2

1 2

1 1

1 1
, ∂
∂
u
y

D f f
D y v

D f f
D u v

v y

x y

y v
y x

y v
y x

= − = −

−

= −
− −

−
=

+
−

( , )
( , )

( , )
( , )

1 2

1 2

1 1

1 1
 

∂
∂
v
x

D f f
D u x

D f f
D u v

x u

x y

u x
y x

x u
x y

= − = −

−

= −
+
−

=
+
−

( , )
( , )

( , )
( , )

1 2

1 2

1 1

1 1
, ∂
∂
v
y

D f f
D u y

D f f
D u v

x v

x y

v x
y x

x v
x y

= − = −

−

= −
+
−

=
+
−

( , )
( , )

( , )
( , )

1 2

1 2

1 1

1 1
 

III. Scriem sistemul liniar obţinut prin egalarea cu zero a diferenţialei fiecărei ecuaţii din sistem: 

du dv dx dy
xdu ydv udx vdy

du dv dx dy
xdu ydv udx vdy

du y u
y x

dx y v
y x

dy

dv x u
x y

dx x v
x y

dy

+ − − =
+ + + =

⎧
⎨
⎩

⇒
+ = +

+ = − −
⎧
⎨
⎩

⇒
=

+
−

+
+
−

=
+
−

+
+
−

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0
0

 

2. Fie . Calculaţi derivatele parţiale ale funcţiei implicite z, în raport cu x şi y.  ( )cos x y z z+ + + = 0

Soluţie: Notăm cu f membrul stâng al ecuaţiei, ( ) ( )f x y z x y z z, , cos= + + + , iar derivatele funcţiei 

implicite sunt: 
( )

( )
∂
∂

∂
∂
∂
∂

z
x

f
x
f
z

x y z
x y z

= − = −
− + +

− + + +

sin
sin 1

, 
( )

( ) 1sin
sin

+++−
++−

−=−=
zyx

zyx

z
f
y
f

y
z

∂
∂
∂
∂

∂
∂  

3. Fie . Calculaţi y x xz
yz x z

2 1
4

+ + =
− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
∂
∂
x
z

 şi ∂
∂
y
z

. 

Soluţie: Cel mai simplu este să scriem sistemul liniar obţinut prin diferenţierea fiecărei ecuaţii: 
( )

( )
1 2 0

1 0
+ + + =

− + + + =
⎧
⎨
⎩

z dx ydy xdz
dx zdy y dz

 pe care îl rezolvăm în raport cu dz: 
( )

( )
1 2

1
+ + = −

− + = − +
⎧
⎨
⎩

z dx ydy xdz
dx zdy y dz

, 

dx
xz y y
z z y

dz

dy
yz y z x

z z y
dz

=
− + +

+ +

=
− − − − −

+ +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2 2
2

1
2

2

2

2

, deci ∂
∂
x
z

xz y y
z z y

=
− + +

+ +

2 2
2

2

2  şi 
∂
∂
y
z

yz y z x
z z y

=
− − − − −

+ +

1
22  

4. Fie . Calculaţi y z xy+ + + =2 2 3 0 ∂
∂

2

2
z

y
.  

Soluţie: ∂
∂

z
x

y
z

= − , ∂
∂

z
y

x
z

= −
+1 2
2

, 
( ) ( ) ( )∂

∂
∂
∂

∂
∂2

2 2 2

2

3
1 2

2

1 2 2

4

2 1 2 1 2
2

4

1 2

4
z

y y
x

z

x z
y

z

x x
z

z

x

z
= −

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

+ ⋅
=

+ −
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= −

+
 



 
 
 

Extreme cu legături 
 

Problemă. Fie  şi f m:R R→ { }S x F x F x pp= = =1 0 0( ) ,... , ( ) , m< . Să se determine mi . O 

astfel de problemă poartă numele de extrem al funcţiei f, condiţionat de legăturile . 
Legăturile sunt reprezentate sub forma unui sistem de ecuaţii. 

n ( )
u S

f u
∈

F x F xp1 0 0( ) , ... , ( )= =

 
Principiul de rezolvare urmăreşte transformarea problemei date într-o problemă echivalentă dar fără 

legături, astfel: Fie ( )F V F x F x F x F xm p
p: , ( ) ( ), ( ),... , ( )⊂ → =R R 1 2 , a V m∈ ⊂R  a.î. rang

F
x

a pi

j

∂
∂

( )
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =  şi 

. Din teorema funcţiilor implicte există U VF a( ) = 0 ec a ap m∈ +( , ... ,1 )  şi ϕ ϕ1 , ... , :p U →R  astfel încât: 

F x x x x x xi p m p p m p m( ( , ... , ),... , ( ,... , ), , ... , )ϕ ϕ1 1 1 1 0+ + + =  

Definim funcţia  
g U: →R , g x x f x x x x x xp m p m p p m p( ,... , ) ( ( , ... , ),... , ( , ... , ), , ... , )+ + + +=1 1 1 1 1 mϕ ϕ  
 

Teoremă. Fie a S∈ , rang
F
x

ai

j

∂
∂

( )
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = p

pF x

, atunci sunt echivalente: 

• a este minim legat pentru f 
• a este extrem local pentru g 

 
Problema conţine însă funcţii date sub formă implicită, de aceea introducem o nouă funcţie: 

ϕ ϕ λ λ λ λ λ λ: , ( , , , ... , ) ( ) ( ) ( ) ... ( )R R Rm p
p px f x F x F x× → = + + + +1 2 1 1 2 2 . Modul în care 

scalarii λi  “multiplică” legăturile dă numele de metoda multiplicatorilor lui Lagrange. 
 

Teoremă. Fie , a m∈R rang
F
x

ai

j

∂
∂

( )
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = p , atunci sunt echivalente: 

• a S∈  şi a este extrem local pentru g 
• există  astfel încât ( )λ λ λ= 1 ,... , p ( )a,λ  este extrem local pentru ϕ  

 
Diferenţiala lui ϕ , pe o vecinătate a punctului ( )a,λ , coincide cu diferenţiala lui g pe o vecinătate a 

punctului  ( )a ap m+1 , ... ,

( ) ( ) ( )( ) ( )d x x x x x x x x dg x xp m p m p p m p m p p mϕ ϕ ϕ ϕ λ λ1 1 2 1 1 1 1 1+ + + + +=, ... , , , ... , , ... , , ... , , , ... , , , ... , , ... ,  

ceea ce conduce la următoarea: 
 

Observaţie practică. Determinarea punctului critic al lui ϕ  este urmată de calculul diferenţialei de 
ordin 2 a lui g. 

 
 
 
 
 
 
 
 



1. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei , având legăturile . f f x y z: , ( , , )R R3 → xyz=
x y z

xy yz zx
+ + =
+ + =

⎧
⎨
⎩

5
8

Soluţie: Notăm ϕ λ λ λ λ( , , , , ) ( ) ( )x y z xyz x y z xy yz zx1 2 1 25= + 8+ + − + + + −  şi rezolvăm sistemul: 
∂ϕ
∂

λ λ
∂ϕ
∂

λ λ

∂ϕ
∂

λ λ
∂ϕ
∂λ
∂ϕ
∂λ

x yz y z

y xz x z

z xy x y

x y z

xy yz zx

= + + + =

= + + + =

= + + + =

= + + − =

= + + − =

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

1 2

1 2

1 2

1

2

0

0

0

5 0

8 0

( )

( )

( )  

Înmulţim prima ecuaţie cu x, a doua cu y şi le scădem: ( )( )x y z− + =λ λ1 2 0 . Pentru x y=  sistemul devine: 

; din ecuaţia a 3-a, 

xz x z
x x

x z
x xz

+ + + =
+ + =
+ − =
+ − =

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

λ λ
λ λ

1 2
2

1 2

2

0
2 0

2 5 0
2 8 0

( )

z x= −5 2  şi ultima ecuaţie devine 3 10 82 0x x− + =  având soluţiie 2 şi 4
3

 

Corespunzător, obţinem soluţiile complete x y z= = = = = −2 2 1 41 2, , , , 2λ λ  şi x y z= = = = = −
4
3

4
3

7
3

16
9

4
31 2, , , ,λ λ   

Pentru prima soluţie avem 
∂
∂
F
x y z x z x y

i

j

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

+ + +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 1 1 1
3

1
3

1
4 , rang

F
x

ai

j

∂
∂

( )
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = 2 , deci p = 2 , m = 3  

adică o singură variabilă independentă, x sau y. Diferenţialele funcţiilor implicite se obţin din sistemul de legături: 

; 
dx dy dz
dx dy dz

dz dy dx
+ + =

+ + =
⎧
⎨
⎩

⇒ = = −
0

3 3 4 0
0, [ ]d z dxdy y dxdz x dydz dxdy2

2 2 22 2ϕ λ λ λ= + + + + + = −( ) ( ) ( ) ) ; diferenţiala de 

ordin 2 a lui g se va obţine exprimând dy şi dz în funcţie de dx: care este pozitiv definită, deci punctul d g dx2 2= 2 ( )2 2 1, ,  

este punct de minim. Analog se arată că punctul 4
3

4
3

7
3

, ,⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 este punct de maxim deoarece în acest caz avem 

∂
∂
F
x

i

j

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

1
11
3

1
11
3

1
8
3

, ;  care este negativ 

definită. Datorită simetriei sistemului vom avea încă 4 soluţii, corespunzătoare cazurilor 

[ ]d z dxdy y dxdz x dydz dxdy2
2 2 22 2ϕ λ λ λ= + + + + + =( ) ( ) ( ) ) d g dx2 2= − 2

y z=  şi z x= . 

2. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei , având legăturile . f f x y x: , ( , )R R2 6 4 3→ = − y− x y2 2 1+ =

Soluţie: Notăm  şi rezolvăm sistemul:  având soluţiile ϕ λ λ( , , ) ( )x y x y x y= − − + + −6 4 3 12 2
− + =
− + =

+ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

4 2 0
3 2 0

12 2

λ
λ

x
y

x y

4
5

3
5

5
2

, ,⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 şi − − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

4
5

3
5

5
2

, , . Diferenţiala de ordin 2 este [ ]d dx d2 22ϕ λ= + y 2 . Avem o singură legătură, de unde 

obţinem: . Pentru prima soluţie, exprimăm xdx ydy+ = 0 dy dx= −
4
3

, deci d g dx2 125
9= 2 , adică primul punct este de 

minim legat. Pentru cea de-a doua soluţie avem d g dx2 125
9

= − 2

xy=

 adică maxim legat. 

3. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei , având legăturile . f f x y: , ( , )R R2 → x y+ = 1

Soluţie: Notăm ϕ λ λ( , , ) ( )x y xy x y= + + −1  şi rezolvăm sistemul:  având soluţia 
y
x
x y

+ =
+ =
+ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

λ
λ

0
0
1

1
2

1
2

1
2

, ,−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

. 

Diferenţiala de ordin 2 este . Avem o singură legătură, de unde obţinem: dx[d dxdy dyd d dx2 2ϕ λ= + + ]λ dy+ = 0 . deci 

, adică punct de maxim legat. d g dx2 2= − 2



Teorie 
 

Şiruri, convergenţă, şir Cauchy (fundamental) 
 

şir monoton crescător: x x nn n≤ ∀ ∈+1 , N ; descrescător: x x nn n≥ ∀ ∈+1 , N  
şir mărginit ∃ ∈ ≤ ∀ ∈+M x M nnR Na. î. ,  sau ∃ ∈ ≤ ≤ ∀ ∈c c c x c nn1 2 1 2, . ,R Na. î  
şir convergent xn  este convergent şi are limita x dacă  

∀ > ∃ε ε0, n  a.î x x n nn − < ∀ ≥ε ε,  
subşir dacă n n1 2< <...  atunci { }x x xn n n1 2 3

, , , ...  se numeşte subşir (al şirului xn ) 
şir Cauchy (fundamental). 

∀ > ∃ε ε0, n  a.î x x n m nn m− < ∀ ≥ε ε, ,  sau, echivalent,  

∀ > ∃ε ε0, n  a.î x x n n pn p n+ − < ∀ ≥ ∀ ∈ε ε, N  
 

În mulţimea numerelor reale sunt adevărate urmãtoarele afirmaţii 
orice şir mărginit conţine un subşir convergent (lema lui Cesaro) 
orice şir Cauchy este marginit (in particular, conţine un subşir convergent) 
un şir este convergent dacă şi numai dacă este Cauchy 

 
Convergenţa şirurilor monotone: un şir monoton şi mărginit este convergent. 
 
Lema Stoltz Cesaro:  

dacă lim
a a
b b

ln n

n n

+

+

−
−

=1

1
 şi ( )bn  este nemărginit şi monoton, atunci lim

a
b ln

n
= . 

 
Serii de numere reale 

 
Fie ( )xn n∈ N

 şir de numere reale. Numim serie expresia infinită x x xn0 1+ + + +... ...  Şirul 
s x x xn n= + + +0 1 ...  se numeşte şirul sumelor parţiale iar xn  se numeşte termenul general.  

Definiţie. Dacă sn  este convergent, atunci spunem că seria este convergentă iar limita se 

notează cu xn
n
� . 

Convergenţa seriilor cu termeni pozitivi: dacă xn > 0  atunci sn  este crescător, deci este 
convergent dacă şi numai dacă este mărginit. În consecinţă, pentru ca o serie cu termeni 
pozitivi să fie convergentă, este necesar şi suficient ca şirul sumelor parţiale să fie mărginit 
(superior). 

 
Propoziţie. Dacă sn  este convergent atunci xn → 0  

Consecinţă. Dacă xn /→ 0  atunci seria xn
n
�  nu este convergentă  

 



Criteriile de comparaţie ale seriilor cu termeni pozitivi 
 

Fie un
n
� , vn

n
�  două serii cu termeni pozitivi 

Criteriul I. Dacă ∃ ≤ ∀ ≥n u v n nn n0 0, ,  atunci 
dacă convergentă, atunci convergentă

dacă divergentă, atunci divergentă

v u

u v

n n
nn

n n
nn

��

��

�

�
��

�
�
�

 

Criteriul II. Dacă ∃ ≤ ∀ ≥+ +n
u
u

v
v

n nn

n

n

n
0

1 1
0, ,  atunci 

dacă convergentă, atunci convergentă

dacă divergentă, atunci divergentă

v u

u v

n n
nn

n n
nn

��

��

�

�
��

�
�
�

 

Criteriul III. Dacă ∃ = < < ∞lim ,
u
v

l ln

n
0  atunci seriile au aceeaşi natură (convergente sau 

divergente). 
 

Criteriul rădăcinii (Cauchy) Fie un
n
�  o serie cu termeni pozitivi 

1.Dacă ∃ ∈ < < ∃ ∈ ∗q q nR N, ,0 1 0  a.î. u q n nn
n ≤ ∀ ≥, 0  atunci seria converge 

2.Dacă pentru o infinitate de termeni avem un
n ≥ 1  atunci seria diverge 

Consecinţă Dacă lim un
n <1  atunci seria converge iar dacă lim un

n >1  atunci seria diverge 
 

Criteriul raportului (D’Alembert) Fie un
n
�  o serie cu termeni pozitivi 

1.Dacă ∃ ∈ < < ∃ ∈ ∗q q nR N, ,0 1 0  a.î. u
u

q n nn

n

+ ≤ ∀ ≥1
0,  atunci seria converge 

2.Dacă ∃ ∈ ∗n0 N  a.î. u
u

n nn

n

+ ≥ ∀ ≥1
01,  atunci seria diverge 

Consecinţă Dacă lim u
u
n

n

+ <1 1  atunci seria converge iar dacă lim u
u
n

n

+ >1 1  atunci seria diverge 

 
Criteriul lui Raabe-Duhamel Fie un

n
�  o serie cu termeni pozitivi 

1.Dacă ∃ > ∃ ∈ ∗q n1 0, N  a.î. n
u

u
q n nn

n+
−

�

�
�

�

�
� ≥ ∀ ≥

1
01 ,  atunci seria converge 

2.Dacă ∃ ∈ ∗n0 N  a.î. n
u

u
n nn

n+
−

�

�
�

�

�
� ≤ ∀ ≥

1
01 1,  atunci seria diverge 

Consecinţă Dacă lim n
u

u
n

n+
−

�

�
�

�

�
� >

1
1 1  atunci seria converge iar dacă lim n

u
u

n

n+
−

�

�
�

�

�
� <

1
1 1  atunci seria 

diverge 



Serii cu termeni oarecare 
 

Criteriul general (Cauchy) 
u n u u u n n pn n n n p� ⇔ ∀ > ∃ + + + < ∀ ≥ ∀ ∈+ + +convergentă ε εε ε0 1 2, . ... , ,a. î N  

Criteriul Abel-Dirichlet Fie a vn n� ; dacă: t v v v
a

n n

n

= + + +
↓

�
�
�

1 2

0
... este mărginit

(descrescător ş i convergent la 0)
 atunci a vn n�  

convergentă 
 

Seriile alternate sunt seriile de forma ( )−
≥
� 1

0

n
n

n
a  

Criteriul lui Leibnitz Dacă an ↓ 0  (monoton descrescător şi convergent la 0) atunci ( )−
≥
� 1

0

n
n

n
a  

converge. 
 

Seriile absolut convergente sunt seriile pentru care un
n≥
� < ∞

0

.  

 
Teoremă. Orice serie absolut convergentă este convergentă 

 
Seriile convergente care nu sunt absolut convergente se numesc serii semiconvergente 
 
Seriile necondiţionat convergente sunt seriile care au aceeaşi limită indiferent de ordinea 
termenilor. 
 
Teoremă. Orice serie absolut convergentă este necondiţionat convergentă 

 
 
 



Tema: şir Cauchy, convergenţa şirurilor monotone, lema Stoltz-Cesaro 
 
 

1. Şirul ( )x
n

n nn = ⋅ + ⋅ + +
⋅ +

cos cos
...

cos1
1 2

2
2 3 1

 este convergent 

Demonstraţie.  
Utilizăm afirmaţia: un şir este Cauchy dacă şi numai dacă este convergent.  
Reamintim definiţia şirului Cauchy: 

εε n∃>∀ ,0  a.î. εε <−≥∀ mn xxnmn ,,  
sau, echivalent 

εε n∃>∀ ,0  a.î. εε <−∈∀≥∀ + npn xxpnn ,, N  

Ultima afirmaţie exprimă faptul că şirul de forma ∞→→−− nxx npn ,0 , independent de p 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x

n
n n

n p
n p n p n n n p n pn p n+ − =

+
+ ⋅ +

+ +
+

+ ⋅ + +
≤

+ ⋅ +
+ +

+ ⋅ + +
=

cos
...

cos
...

1
1 2 1

1
1 2

1
1

  

1
1

1
2

1
2

1
3

1 1
1

1
1

1
1

1
1

0
n n n n n p n p n n p n

n
+

−
+

�

�
�

�

�
� +

+
−

+
�

�
�

�

�
�+ +

+
−

+ +
�

�
�

�

�
� =

+
−

+ +
<

+
→ → ∞... , , 

independent de p 
 

2.  Şirul x n nn = + + + + −1
1
2

1
3

1
... ln  este convergent 

Demonstraţie. Utilizăm afirmaţia: un şir monoton şi mărginit este convergent.  
Pornim de la formula lui Lagrange pentru funcţia [ ] 0,1,:ln >→+ nnn R , aşadar 

( )1, +∈∃ nnc  a.î. ( )
c

nn 1ln1ln =−+ . Cum  ( )1, +∈ nnc  rezultă 
ncn
11

1
1 <<
+

, ceea ce conduce 

la inegalitatea: ( )1
1

1
1

n
n n

n
n

+
< + − < ∈ln ln , *N . 

Prin calcul direct avem: ( )x x
n

n nn n+ − =
+

− + + <1
1
1

1 0ln ln  adică şirul este descrescător (în 

particular, mărginit superior).  
Demonstrăm că este mărginit inferior: 

( ) ( ) ( )x
n

n n n n n nn = + + + + − > − + − + + + − − = + − >1
1
2

1
3

1
2 1 3 2 1 1 0... ln ln ln ln ln ... ln( ) ln ln ln( ) ln  

 

3.  Dacă lim
n

n

n

u
u

l
→∞

+ =1 , atunci lim
n n

n u l
→∞

=  

Demonstraţie.  
Utilizăm Lema Stoltz Cesaro. 

Notăm x u
u
nn n

n n= =ln
ln

 şi aplicăm Lema, 
ln ln

ln ln
u u
n n

u
u

ln n n

n

+ +−
+ −

= →1 1

1
, ln lnu ln

n →  



Tema: seria geometrică şi seria armonică 
 
 

 
1.  Seria geometrică: ......1 2

0

+++++=�
≥

n

n

n qqqq  este convergentă pentru ( )q ∈ − 11,  şi 

divergentă pentru 1≥q  
Demonstraţie. Prin definiţie, o serie este convergentă dacă şirul sumelor parţiale este un 

şir converegent. În cazul nostru, şirul sumelor parţiale este dat de: 
n

n qqqs ++++= ...1 2  
Pentru q = 1 , s n nn = → ∞ → ∞, , deci seria nu este convergentă (este divergentă). 
Pentru 1−=q  şirul ns  este şirul alternat ,...1,0,1,0,1  care este divergent 

Pentru q ≠ 1 , 
q

qqqqs
n

n
n −

−=++++=
1
1...1 2  este convergent dacă şi numai dacă q <1  

şi în acest caz q q
n

n≥
� = −0

1
1  

 
5.  Seria armonică: 1 1

2
1
3

1
+ + + + +... ...

n
 este divergentă 

Demonstraţie.  

Grupăm termenii astfel: 1 1
2

1
3

1
4

1
2 1

1
2 2

1 1
2

1
2

1
2

1 1
2

+ + +�
�
�

�
�
�+ +

+
+ +

+
�

�
�

�

�
� > + + + + = + +... ... ...k k k

k

k

� �� ��

, 

adică s k kk2 1 1 1
2

+ > + + → ∞ → ∞, , deci seria este divergentă deoarece şirul sumelor parţiale nu este 

mărginit. 
 

6.  Seria armonică generalizată: 1 1
2

1
3

1
0+ + + + + >α α α α... ...,

n
 este convergentă dacă şi numai 

dacă α >1 

Demonstraţie. Pentru α > 1  avem 
( ) ( ) ( )
1

2

1

2 2 1
2 1

2

1
2 1k k k

k

k

k
kqα α α α+ +

+ −

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

< ⋅ = �
�
�

�
�
� =−... , 

unde am notat q = −
1

2 1α , ( )q ∈ 01, .  

Grupăm: 

( ) ( )s q q q
q

q qk k k k
k

k

2 1
2

1

1 1
1

2
1

3
1

2

1

2 2 1
1

1
1

1
1+ −

+

= + +
�

�
�

�

�
�+ + + +

+ −

�

�

�
�

�

�

�
� < + + + + =

−
− < −α α α α... ... ...  

deci şirul ( )sn n  este mărginit deci convergent. 
Pentru α = 1 am văzut deja că seria armonică este divergentă (nemărginită) 
Pentru α <1 utilizăm: 1 1

2
1

3
1 1 1

2
1
3

1+ + + + > + + + + → ∞ → ∞α α α... ... ,
n n

n  deci seria armonică 

generalizată este divergentă. 



Tema: criteriile de convergenţă ale seriilor cu termeni pozitivi 
 
 

1. Seria 1
20 n n

n +≥
�  este convergentă 

Demonstraţie.  
Utilizăm criteriul I de comparaţie cu seria geometrică, astfel: 

1
2

1
2n n n+

≤  

Cum seria geometrică 1
20

�

�
�

�

�
�

≥
�

n

n
 este convergentă rezultă convergenţa seriei date. 

 

2. Seria a
n a

n

n ! ,
≥
� >

0
0 , este convergentă 

Demonstraţie.  
Utilizăm criteriul II de comparaţie cu seria geometrică. Astfel, pornim de la: 

( )
u
u

a
n

n
a

a
n

n

n

n

n
+

+

=
+

⋅ =
+

1
1

1 1!
!  

Ştim că seria 1
20

�

�
�

�

�
�

≥
�

n

n
 este convergentă, iar dacă notăm cu vn  termenul ei general, avem 

v
v
n

n

+ =1 1
2

. Inegalitatea a
n +

<
1

1
2

 este adevărată pentru n a> −2 1  aşadar rezultă că 
n

n

n

n

v
v

u
u 11 ++ <  deci 

seria dată este convergentă. 
 

3. Seria 1
3 20

+
+≥

�
n

nn
 este divergentă 

Demonstraţie.  

Utilizăm criteriul III de comparaţie cu seria armonică generalizată pentru 
2
1=α . 

Sugestia asupra acestei soluţii este dată de diferenţa puterilor maxime ale lui n, la numitor 
respectiv numărător.  

Avem: lim lim
n n

n
n

n

n n
n→∞ →∞

+
+ = +

+
=

1
3 2
1 3 2

1
3

 iar seria armonică generalizată, pentru α =
1
2

, este 

divergentă 



 

4. Seria ( )
( )

1 3 5 2 1
2 5 8 3 11

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −≥

�
...
...

n
nn

 este convergentă 

Demonstraţie.  

Utilizăm criteriul raportului: ( )
( )13...852

12...531
−⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅=

n
nun , ( )( )

( )( )2313...852
1212...531

1 +−⋅⋅⋅⋅
+−⋅⋅⋅⋅=+ nn

nnun . 

Avem 

( )( )
( )( )

( )
( )

1 3 5 2 1 2 1
2 5 8 3 1 3 2
1 3 5 2 1
2 5 8 3 1

2 1
3 2

2
3
1

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

= +
+

→ <

...

...
...
...

n n
n n

n
n

n
n

 

deci seria este convergentă. 
 

5. Seria n

n

n
n

2

1 2 1+�
�
�

�
�
�

≥
�  este convergentă 

Demonstraţie.  
Utilizăm criteriul radical: 

( )n

n

n

n
nn

n2
2

2 1 2 1
1
2
1

+�

�
�

�

�
�

=
+

→ <  

deci seria este convergentă 
 

6. Analizaţi convergenţa seriei ( ) ( )
n

nn

!
...

,
α α α

α
+ + −

>
≥
� 1 1

0
1

 

Soluţie.  

Pornim de la criteriul Raabe-Duhamel, pentru termenul general ( ) ( )u
n

nn =
+ + −

!
...α α α1 1

, 

şi avem:  

( ) ( )
( )

( ) ( )( )

( )
n

u
u n

n
n

n
n n

n
n

n
n

n
n

n+
−

�

�
�

�

�
� =

+ + −
+

+ + − +

−

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

=
+
+

−
�

�
�

�

�
� =

−
+

→ −
1
1

1 1
1

1 1

1
1
1

1
1

1

!
...

!
...

α α α

α α α α

α α
α , 

deci seria este convergentă pentru α > 2  şi divergentă pentru ( )α ∈ 0 2, .  

Pentru α = 2  seria este 1
1n +�  care este divergentă 



Tema: criteriile de convergenţă ale seriilor cu termeni oarecare 
 

1. Seria sin n
n

n 21≥
�  este convergentă 

Demonstraţie.  
Utilizăm criteriul general al lui Cauchy: aplicat şirului sumelor parţiale: 

( ) ( )
≤

+
+++=−

+++ pnnnpn
pnnss

2
sin

...
2

1sin
1

 

=++
++ pnn 2
1...

2
1
1

∞→→≤�
�

�
�
�

� −=
−

−
=�

�

�
�
�

� +++
+−+

n
npn

p

npn
,0

2
1

2
11

2
1

2
11

2
11

2
1

2
1...

2
11

2
1

111
, 

independent de p. 
 

2. Seria cos n
nn

3
1≥
�  este convergentă 

Demonstraţie.  

Utilizăm criteriul Abel-Dirichlet, a
nn =
1 , v

n
nn =

cos
2 ; t n

nn = + + +cos cos ... cos1 2
22 2  este 

mărginit deoarece t
nn ≤ + + +1

1
2

1
2 2...  iar seria armonică generalizată este convergentă pentru 

α = 2 . În sfârşit, an  este monoton descrescător şi convergent la 0. 
 

3. Calculaţi ( )−
= − + −

+

≥
�

1
1 1

2
1
3

1
4

1

1

n

n n
...  

Soluţie.  
Utilizăm criteriul lui Leibnitz, deoarece a

nn =
1  este monoton descrescător şi convergent 

la 0, deci seria ese convergentă.  

Pentru calcul folosim şirul x n nn = + + + + −1
1
2

1
3

1
... ln  care este convergent; notăm limita cu 

x, aşadar x xn → . 
Calculăm 

s
n n n

x n x nn n n2 21 1
2

1
3

1
4

1
2

1 1
2

1
3

1
2

2 1
2

1
4

1
2

2 2= − + − − = + + + + − + + +�
�
�

�
�
� = + − − →... ... ... ln ln ln  

 

4. Seria sin n
n n

n +≥
� 21

 este convergentă 

Demonstraţie.  
Utilizăm afirmaţia: orice serie absolut convergentă este convergentă.  

Considerăm seria sin n
n n

n +≥
� 21

; deoarece sin n
n n n+

≤
2

1
2

, utilizăm criteriul I de comparaţie cu 

seria geometrică 1
21

n
n≥
� , deci seria este absolut convergentă, prin urmare convergentă. 



5. Seria 
( )n n
n

n

n
n

+ −

≥
�

1 2

1
 este necondiţionat convergentă (este convergentă indiferent de ordinea 

termenilor) 
Demonstraţie.  
Utilizăm afirmaţia: orice serie absolut convergentă este necondiţionat convergentă. 

Considerăm seria n n
nn

n

+

≥
�

2

1
 care este convergentă în virtutea criteriului radical: 

n n
n

n n
n nn

n
n+

=
+

→ → ∞
2 2

0 ,  

În continuare considerăm ( )n n

n

n

n
n

+ −

≥
�

1 2

1

 şi aplicăm primul criteriu de comparaţie 

folosind 
( )n n
n

n n
n

n

n n
+ −

≤
+1 2 2

. În consecinţă seria este absolut convergentă, deci necondiţionat 

convergentă 
 

6. Seria 
( )n
n

n n

n
n

!+ −

≥
�

1 2

1
 este absolut convergentă 

Demonstraţie. 

Seria n
nn

n

!

≥
�
1

 este convergentă în baza criteriului raportului iar seria 2

1

n

n
n n≥
�  este 

convergentă în baza criteriului radical, în consecinţă seria n
n

n

n
n

!+

≥
�

2

1

 este convergentă.  

Deoarece 
( )n
n

n
n

n n

n

n

n
! !+ −

≤
+1 2 2 , utilizând primul criteriu de comparaţie, rezultă că seria 

este absolut convergentă. 
 

7. Seria 1
1 2 3!

2 3
+ + +

z z z
! !

... , z ∈ C  este absolut convergentă 

Demonstraţie.  
Utilizăm afirmaţia: orice serie absolut convergentă este convergentă.  

Pentru seria modulelor utilizăm criteriul raportului ( )
z
n

n

z

z
n

n
n

n

+

+
⋅ =

+
→ → ∞

1

1 1
0

!
!

, . 

Prin definiţie, e
z z zz = + + +1 1 2 3

2 3

! ! ! ... , z ∈ C  

 

8. Seria �
≥1

1cos
n n

, nu este convergentă.  

Demonstraţie. Observăm că termenul general, 
n
1cos , nu tinde la zero, aşadar, în baza 

criteriului de neconvergenţă, seria dată nu este convergentă. 



 

 

Tema: şiruri de funcţii 
 

1. Calculaţi limita (simplă) a şirului de funcţii [ ] ( )
3
1,1,0:

2 +
+=→

nx
nxxff nn R  

Soluţie. 
Avem ( )lim f n 0

1
3

=  iar pentru x ≠ 0 , avem ( )lim f x
xn =
1  

În concluzie, dacă notăm [ ] ( )f f x
x

x
x

: , ,
,

,
0 1

1
3

0

1 0
=

=

≠

�

�
�

�
�

, atunci lim f fn = . 

 
2. Arătaţi că şirul de funcţii [ ) ( )f f x x n

x nn n: , ,0
1

∞ → =
+

+ +
R  este uniform convergent  

Soluţie.  
Limita simplă (punctuală) a şirului de funcţii este ( )lim f xn =1; în concluzie, dacă 

notăm [ ) ( ) 1,,0: =→∞ xff R , atunci f fn

s
→ .  

Arătăm că limita este uniformă, iar pentru aceasta observăm că: 

( ) ( )f x f x
n x nn − =

+ +
<

1
1

1 , sau, echivalent, ( ) ( )
n

xfxf n
x

1sup <−  

Deoarece 1 0
n

n→ → ∞, , independent de x rezultă că limita este uniformă. 

 
3. Arătaţi că şirul de funcţii ( )f f x xn n: ,R R→ = arctgn  nu este uniform convergent. 

Soluţie.  

Pentru ( )x f xn< = −0 2, lim
π , pentru ( )x f xn> =0 2, lim

π  şi ( )lim f n 0 0= .  

În concluzie, dacă notăm ( )f f x

x

x

x

: ,

,

,

,

R R→ =

− <

=

>

�

�

�
�

�

�
�

π

π

2
0

0 0

2
0

1, atunci f fn

s
→ .  

Utilizăm afirmaţia: limita uniformă a unui şir de funcţii continue este o 
funcţie continuă. Observăm că funcţia f nu este continuă deci convergenţa nu poate fi 
uniformă. 

 

4. Arătaţi că şirul de funcţii ( ) ( )f f x
n

x nn n: , ,0 ∞ → = +R  nu este uniform convergent. 

Soluţie.  
Şirul este convergent punctual (simplu) la funcţia constantă ( ) ( )f f x: , ,0 1∞ → =R . 

Convergenţa depinde însă de x deoarece n
x n

x
x n+

− =
+

1  iar 

x
x n

n x
+

< ⇔ > −�
�
�

�
�
�ε

ε
1 1 . Se observă cu uşurinţă că pentru ε  şi nε  date, există x > 0  astfel 

încât inegalitatea nu mai este adevărată, respectiv pentru care n xε ε
≤ −�
�
�

�
�
�

1 1 .  

În consecinţă, convergenţa nu este independentă de x deci nu este uniformă. 



 

 

 
 

5. Calculaţi lim 1
5

0

1

n x
dx

+�  

Soluţie.  

Şirul de funcţii [ ] ( )f f x
n xn n: , ,0 1
1

5→ =
+

R  este convergent punctual (simplu) la 

funcţia constantă [ ] ( )f f x: , ,0 1 0→ =R . 

Convergenţa este uniformă deoarece ( ) ( )f x f x
n x n nn − =

+
≤ → → ∞

1 1
05 , , 

independent de x.  
Pentru calculul efectiv al limitei din enunţul problemei folosim proprietatea: 

( ) ( )lim limf x dx f x dxn
a

b

n
a

b

� �= , deci lim
1

05
0

1

n x
dx

+
=�  

 

6. Calculaţi lim e dxnx−�
2

2

5

 

Soluţie.  
Şirul de funcţii [ ] ( )f f x en n

nx: , ,2 5
2

→ = −R  este convergent punctual (simplu) la 
funcţia constantă [ ] ( )f f x: , ,2 5 0→ =R .  

Convergenţa este uniformă deoarece ( ) ( )f x f x e e nn
nx n− = ≤ → → ∞− −2 4 0, , 

independent de x.  
Pentru calculul limitei folosim aceeaşi proprietate ca la exerciţiul anterior, deci 

lim lim
n

nx
n

nxe dx e dx− −
� �= =

2 2

2

5

2

5

0 .  

Este de remarcat faptul că integrala nu poate fi calculată direct deoarece funcţia 
nu are primitive exprimabile prin funcţii elementare. 



 

 

Tema: serii de funcţii 
 

1. Seria de funcţii ( ) ( )−
+≥

� 1
10

n
n

n

x
n !

 este uniform convergentă pe [ ]1,1−  

Demonstraţie.  

Utilizăm criteriul general al lui Cauchy: ( ) ( ) ( ) ( ) ≤
++

−++
+

−
+

+
+

+

!1
1...

!2
1

1
1

pn
x

n
x pn

pn
n

n  

( ) ( ) ∞→→≤
−

−
=�

�

�
�
�

� +++=++≤
++

++
+ +−+++

n
pnn n

p

npnpnn
,0

2
1

2
11

2
11

2
1

2
1...

2
11

2
1

2
1...

2
1

!1
1...

!2
1

1111
, 

independent de [ ]1,1−∈x  şi independent de p deci seria este uniform absolut 
convergentă. 
 

2. Seria de funcţii sin nx
nn

2
1≥
�  este uniform absolut convergentă pe R  

Demonstraţie.  
Utilizăm criteriul lui Weierstrass 

sin ,nx
n n

x2 2
1≤ ∀ ∈ R  

1
2

1 nn≥
�  este convergentă 

 

3. Seria de funcţii x
n

n

n≥
�

0

 este uniform absolut convergentă pe orice interval de forma 

[ ] 1,, <− rrr  
Demonstraţie.  
Utilizăm criteriul lui Dirichlet  

s x x r r
r

r rn
n n

n

= + + + ≤ + + + =
−

− < −

+

1 1
1
1

1
1

1

... ...  deci este mărginit 

a
n

n =
1  este monoton descrescător şi convergent la 0. 

 
4. Seria de funcţii ( )−

≥
� 1

0

n n

n

nx  este uniform convergentă pe orice interval de forma 

[ ] 1,, <− rrr  
Demonstraţie.  
Utilizăm criteriul lui Leibnitz ( )a x nxn

n=  este descrescător pentru x fixat, 

începând de la un rang, ( )n x nx x n
n

n n+ ≤ ⇔ ≤
+

+1
1

1 , şi anume de îndată ce r n
n

≤
+1

 



 

 

 
5. Calculaţi: ( ) ( )1 2 3 1 112+ + + + + + ∈ −x x n x xn... ... , ,  

Soluţie.  
Arătăm că seria de funcţii 1 2+ + + + +x x x n... ...  poate fi derivată termen cu 

termen pe orice interval de forma [ ]− <r r r, , 1 .  
Pentru aceasta arătăm că atât aceasta, cât şi seria formată cu derivatele funcţiilor 

(adică seria dată în enunţ) sunt uniform convergente.  
Seria 1 2+ + + + +x x x n... ...  este uniform convergentă în baza criteriului lui 

Weierstrass deoarece x rn n≤  iar seria geometrică r n

n≥
�

0

 este convergentă pentru r <1 .  

Seria formată cu derivatele funcţiilor, ( )1 2 3 12+ + + + + +x x n xn... ...  este de 
asemenea uniform convergentă în baza criteriului lui Weierstrass deoarece 
( ) ( )n x n rn n+ ≤ +1 1  iar seria ( )1 2 3 12+ + + + + +r r n r n... ... este convergentă în baza criteriului 

raportului: ( )
( )

lim
n r

n n
r

n

n

+

+
= <

+2

1
1

1

. 

Pentru calculul efectiv al sumei seriei observăm că suma parţială 

( )s x x x x x
xn

n
n

= + + + + =
−

−

+
1

1
1

2
1

...  este uniform convergentă la funcţia 1
1− x

, deci suma 

seriei din enunţ se va obţine prin derivare,adică: 
( )
1

1 2− x
 

 

6. Calculaţi: [ )z
z z

n z
n

+ + + + ∈
2

2 0 1... ... , ,  

Soluţie.  
Am văzut deja că seria de funcţii 1 2+ + + + +x x x n... ...  este uniform convergentă 

pe [ ]0 1, ,r r < , în consecinţă poate fi integrată termen cu termen pe orice interval 

[ ]0 1, ,z z < , aşadar suma seriei este ( ) ( )1
1

1
0

1
0 −

= − − = − −� x
dx x

z
z

z
ln ln  



 

 

 
Tema: mulţimea de convergenţă a seriilor de puteri 

 
1. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri x

n

n

n
3

1≥
�  

Soluţie.  
Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy 

Hadamard ( )
( )ω = =

+
=

+
=+lim lim lim

a
a

n

n

n
n

n

n

1
3

3

3

3

1
1
1 1

1  şi ρ
ω

= =
1

1 , deci seria este absolut 

convergentă pentru ( )x ∈ − 11,  şi uniform absolut convergentă pe orice interval 
[ ] ( )− ⊂ −r r, ,11 .  

Pentru x = 1  seria devine 1
3

1 nn≥
�  care este convergentă (seria armonică 

generalizată cu α = 3 ).  

Pentru x = −1  seria devine ( )−

≥
�

1
3

1

n

n n
 care este absolut convergentă (seria 

modulelor este exact cea anterioară).  
Mulţimea de convergenţă este [ ]A = −11, . 
 

2. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri x
n

n

n≥
�
1

 

Soluţie.  
Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy 

Hadamard ω = =
+

=
+

=+lim lim lim
a
a

n

n

n
n

n

n

1

1
1

1 1
1  şi ρ

ω
= =
1

1 ; seria este absolut 

convergentă pe ( )−11,  şi uniform absolut convergentă pe orice interval [ ] ( )− ⊂ −r r, ,11 .  

Pentru x = 1  seria 1

1 nn≥
�  este divergentă (seria armonică generalizată cu α =

1
2

). 

Pentru x = −1  seria 
( )−

≥
�

1

1

n

n n
 este absolut convergentă în baza criteriului lui 

Leibnitz ( 1
n

 este monoton descrescător şi convergent la 0).  

Mulţimea de convergenţă este [ )A = −11, . 



 

 

 

3. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri x
n

n

n !≥
�
1

 

Soluţie.  
Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy 

Hadamard 
( )

( )ω = =
+

=
+

= + =+lim lim
!

!

lim
!

!
lim

a
a

n

n

n
n n

n

n

1

1
1
1 1

1
1 0  şi ρ = ∞ , deci seria este 

absolut convergentă pentru x ∈ R  şi uniform absolut convergentă pe orice interval de 
forma [ ]−r r, .  

Mulţimea de convergenţă este A=R . 
 

4. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri n xn n

n≥
�
1

 

Soluţie.  
Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy 

Hadamard 
( )

( )ω = =
+

= + +
�
�
�

�
�
� ∞+

+

lim lim lim
a
a

n
n

n n
n

n

n

n

n
1

11
1 1

1  şi ρ = 0 ,  

Mulţimea de convergenţă este { }A = 0 . 
 

5. Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriei de puteri 2
1

n n

n
x

≥
�  

Soluţie.  
Determinăm raza de convergenţă utilizând corolarul teoremei Cauchy 

Hadamard ω = = =+
+

lim lim
a
a
n

n

n

n
1

12
2

2  şi ρ =
1
2

. deci seria este absolut convergentă 

pentru x ∈ −�
�
�

�
�
�

1
2
1
2

,  şi uniform absolut convergentă pe orice interval de forma 

[ ] �
�

�
�
�

�−⊂−
2
1,

2
1, rr .  

Pentru x =
1
2

 seria devine �
≥1

1
n

 care este divergentă.  

Pentru x = −1  seria ( )−
≥
� 1
1

n

n
 este divergentă  

Mulţimea de convergenţă este �
�

�
�
�

�−=
2
1,

2
1A . 



 

 

Tema: dezvoltarea în serie a funcţiilor 
 

1. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x, funcţia ( ) xexff =→ ,: RR  
Soluţie.  
Utilizăm dezvoltarea în serie Taylor.  
Derivatele sunt ( )f x en x( ) =  şi sunt mărginite pe orice mulţime [ ]−r r,  deoarece 

[ ]e e x r rx r≤ ∀ ∈ −, ,  deci funcţia se dezvoltă în serie Taylor pe orice mulţime de forma 
[ ]−r r, , adică pentru orice x ∈ R .  

Avem ( )f n( ) 0 1=  deci seria Taylor asociată funcţiei date, pentru a = 0 , este 

e x x x
n

x
n

= + + + + +1
1 2

2

! !
...

!
...  

 
2. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x, funcţia ( )f f x x: , sinR R→ =  

Soluţie.  
Utilizăm dezvoltarea în serie Taylor.  
Derivatele funcţiei sunt ( ) ( )f x xk k( ) sin2 1= −  şi ( ) ( )f x xk k( ) cos2 1 1+ = −  şi sunt 

mărginite pe R  deci funcţia se dezvoltă în serie Taylor pe x ∈ R .  
Avem ( )f k( )2 0 0=  şi ( ) ( )f k k( )2 1 0 1+ = −  deci seria Taylor asociată pentru a = 0  este 

sin
! ! ! ! !

...x x x x x x
= − + − +
1 3 5 7 9

3 5 7 9
 

 
3. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x, funcţia { } ( )f f x

x
: ,R R− − → =

+
1

1
1

 

Soluţie.  
Utilizăm seria binomială pentru α = −1 : 1

1
1 2 3

+
= − + −

x
x x x ... , ( )x ∈ − 11,  

 
4. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x , funcţia ( ) ( ) ( )f f x x: , , ln− ∞ → = +1 1R  

Soluţie.  
Derivata funcţiei este ( ) ( )f f x

x
' : , , '− ∞ → =

+
1

1
1

R  care am văzut că se dezvoltă în 

serie Taylor după puterile lui ( )x ∈ − 11, :  
1
1

1 2 3

+
= − + −

x
x x x ... ,  

pe care o integrăm termen cu termen şi rezultă ( )ln ...1
2 3

2 3
+ = − +x x x x , ( )x ∈ − 11, .  

Pe de altă parte, ştim că 1 1
2

1
3

2− + =... ln  deci ( ]x ∈ − 11,  



 

 

 
5. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x , funcţia ( )f f x x: ,R R→ = arctg  

Soluţie.  
Derivata funcţiei este ( )f f x

x
' : , 'R R→ =

+
1

1 2  care se dezvoltă în serie Taylor 

după puterile lui x 2 :  
1

1
12

2 4 6

+
= − + −

x
x x x ... ,  

pe care o integrăm termen cu termen şi rezultă arctgx x x x
= − +

3 5

3 5
... , ( )x ∈ − 11, .  

Pe de altă parte, − ∈1 A , deci [ )x ∈ − 11,  şi conform teoremei a II-a lui Abel: 
π
4 = − +1

1
3
1
5 ...  

6. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x , funcţia { } ( )
65

1,3,2: 2 +−
=→−

xx
xff RR  

Soluţie.  
Descompunem 1

5 6
1

3
1

22x x x x− +
=

−
−

−
 şi dezvoltăm fiecare termen folosind 

seria binomială, astfel: 

( ) ( )( ) ( )1
3

3 1
3
1

3
1
3
1 1

1 3
1 2
2 3

1
3 3

3 31
1 2

0x
x x x x x x

n

n
n−

= − = − −�

�
�

�

�
� = − + − −�

�
�

�

�
� +

− −
−�

�
�

�

�
� +

�

�
�
�

�

�
�
� = − ∈ −−

−

≥
�! !

... , , ; 

Dezvoltarea se poate obţine şi pornind de la seria geometrică: 

( )1
3

1
3

1

1
3

1
3 3

3 3
0x x

x x
n

n−
= −

−
= − �

�
�

�
�
� ∈ −

≥
� , , .  

Analog, cel de-al doilea termen este:  

( )1
2

1
2 2

2 2
0x

x x
n

n
n−

= − ∈ −
≥
� , , , deci 

( ) ( ) ( ) ( )1
5 6

2 3 2 2 3 3 2 22
1 1

0x x
x xn n n

n− +
= − ∈ − ∩ − = −− − − −

≥
� , , , , . 

 

7. Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x −1 , funcţia ( )f f x x: , ,− ∞�
�
�

�
�
� → = +3

2
2 3R  

Soluţie.  
Punem în evidenţă factorul x −1  astfel încât să putem utiliza dezvoltarea în serie 

binomială: 

( ) ( )

( ) ( ) =

��
�
�
�

�

�

��
�
�
�

�

�

+�
�

�
�
�

� −⋅
�
�

�
�
�

� +−�
�

�
�
�

� −
++−⋅+

=�
�

�
�
�

� −+=+−=+

...1
5
2

!

1
2
1...1

2
1

2
1

...1
5
2

!1
2
1

15

1
5
21551232

2
1

n

x
n

n
x

xxx

 

( ) ( ) ( )
�
�

�

�

�
�

�

�
−−⋅⋅⋅−+�

− n
n

n x
n

n 1
5!

32...31115 1 , x ∈ −�
�
�

�
�
�

3
2

7
2

,  



Tema: derivate parţiale, matrice jacobiană 
 

1. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul funcţiei  
( ) 5,,: 22 +++=→ yxxyyxff RR . 

Soluţie.  

( ) 1, += yyx
x
f

∂
∂ , ( ) yxyx

y
f 2, +=

∂
∂ , ( ) ( )yxyyxJ f 2,1, ++=  

 
2. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul funcţiei  

( ) ( )12,,: 22 ++=→ xxxxff RR . 
Soluţie.  

( ) xx
x
f

211 +=
∂
∂

, ( ) 22 =x
x
f

∂
∂

, ( ) ��
�

�
��
�

� +
=

2
21 x

xJ f  

 
3. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul funcţiei: 

( ) ( ) ( )yxyxxyyxff ln,,,,,0: 23 +=→∞× RR . 
Soluţie.  

( ) yyx
x
f =,1

∂
∂ , ( ) xyx

y
f =,1

∂
∂ , ( ) xyx

x
f 2,2 =

∂
∂ , ( ) 1,2 =yx

y
f

∂
∂ , ( ) yyx

x
f ln,3 =

∂
∂ , 

( )
y
xyx

y
f

=,3

∂
∂ , ( )

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�

�

=

y
x

x

y
x
y

yxJ f 1
ln
2,  

 
4. Calculaţi derivatele parţiale şi Jacobianul  

parametrizării 
�
�
�

=
=

ty
tx

sin
cos

ρ
ρ

. 

Soluţie.  

tx cos=
∂ρ
∂ , t

t
x sinρ

∂
∂ −= , ty sin=

∂ρ
∂ , t

t
y cosρ

∂
∂ = ,  

��
�

�
��
�

� −
=

tt
tt

JF cossin
sincos

ρ
ρ

 

ρ

t



 
5. Calculaţi, folosind regula de derivare a funcţiilor compuse, derivatele parţiale şi 

Jacobianul compunerii funcţiilor  
32: RR →f , ( ) ( )xyxxyyxyxf 2,,, 2 ++=  şi 
23: RR →g , ( ) ( )zyxzzyxg += 2,,, . 

Soluţie.  
Fie ( ) ( )( )yxfgyxhhfgh ,,,:, 22 =→= RR� , folosim formula Jacobianului 

compunerii de funcţii: ( ) ( )( ) ( )yxJyxfJyxJ fgh ,,, ⋅= . 

( )( ) �
�
�

�
�
�
�

� ++
=

12
0

0
2

,
2 yx

xy
xyx

yxfJ g  şi ( )
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

+
=

xyx
xyyxJ f

222

11
, , aşadar: 

�
�
�

�
�
�
�

�

+++
+++

=
xyxyxxy

xyxyxyx
Jh 22222

43463
22

222

.  

Derivatele parţiale ale funcţiei compuse pot fi obţinute fie din Jacobian, fie prin 
calcul, de exemplu: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =++= yx
x
ffff

f
gyx

x
ffff

f
gyx

x
ffff

f
gyx

x
h ,,,,,,,,,, 3

321
3

12
321

2

11
321

1

11

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂   

( ) ( ) ( ) ( )( ) 222
13 26322222,01, yxyxyxyxxyxyxyxfyyxf ++=++++=+⋅+⋅+⋅  

 
6. Se consideră 22: RR →f , ( ) ( )xyyxyxf 2,, 2 += . 

Calculaţi derivatele parţiale în funcţie de parametrii transformării de coordonate polare 
în plan. 

Soluţie:  

ttttty
y
fx

x
ff sincos2sin1coscos2 2111 +=⋅+⋅=+= ρρ

∂ρ
∂

∂
∂

∂ρ
∂

∂
∂

∂ρ
∂ , 

şi analog obţinem toate derivatele: 

ttt
t
y

y
f

t
x

x
f

t
f sincossin2 2111 ρρ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ +−=+= , 

ttf cossin42 ⋅= ρ
∂ρ
∂ , t

t
f 2cos2 22 ρ

∂
∂ =  

 
7. Calculaţi derivatele parţiale de ordin 2 ale funcţiei  

23: RR →f , ( ) ( )xyzyzxzyxf ,,, 2 += . 
Soluţie:  
Derivatele parţiale de ordin I sunt 

xz
x
f 21 =

∂
∂ , 11 =

y
f

∂
∂ , 21 x

z
f =

∂
∂ , yz

x
f =

∂
∂ 2 , xz

y
f =

∂
∂ 2 , xy

z
f =

∂
∂ 2   



iar cel de ordin II se obţin prin derivarea acestora:  

z
x
f 22
1

2

=
∂
∂ , 01

2

=
xy
f

∂∂
∂ , x

xz
f 21

2

=
∂∂

∂ , 01
2

=
yx
f

∂∂
∂ , 02

1
2

=
y
f

∂
∂ , 01

2

=
yz
f

∂∂
∂ , x

zx
f 21

2

=
∂∂

∂ , 

01
2

=
zy
f

∂∂
∂ , 02

1
2

=
z
f

∂
∂ , 02

2
2

=
x
f

∂
∂ , z

xy
f =

∂∂
∂ 2

2

, y
xz
f =

∂∂
∂ 2

2

, z
yx
f =

∂∂
∂ 2

2

, 02
2

2

=
y
f

∂
∂ , x

yz
f =

∂∂
∂ 2

2

, 

y
zx
f =
∂∂

∂ 2
2

, x
zy
f =
∂∂

∂ 2
2

, 02
2

2

=
z
f

∂
∂ . 

 
8. Calculaţi diferenţialele de ordin I şi II ale funcţiei: 

 RR →2:f , ( ) 32, yyxyxf += . 
Soluţie:  
Diferenţiala de ordin I este 

( ) ( ) ( ) ( )dyyxxydxdyyx
y
fdxyx

x
fyxdf 22 32,,, ++=+=

∂
∂

∂
∂  

iar cea de ordin II este 

( ) ( ) ( ) ( ) 222
2

22
2

2

2
2 642,,2,, ydyxdxdyydxdyyx

y
fdxdyyx

yx
fdxyx

x
fyxfd ++=++=

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

 
9. Calculaţi diferenţialele de ordin I şi II ale funcţiei: 

RR →3:f , ( ) yzxxyzzyxf ++= 2,, . 
Soluţie: 
Diferenţiala de ordin I este: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )dzxxydyxzdxxzyz

dzzyx
z
fdyzyx

y
fdxzyx

x
fzyxdf

212

,,,,,,,,

+++++

=++=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

  

iar diferenţiala de ordin II este: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )dzdxxyxdydzzdxdyzdx

dzdxzyx
xz
fdydzzyx

zy
fdxdyzyx

yx
f

dzzyx
z
fdyzyx

y
fdxzyx

x
fzyxfd

22222

,,2,,2,,2

,,,,,,,,

2

222

2
2

2
2

2

2
2

2

2
2

++++

=++

+++=

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 



Tema: extremele funcţiilor de mai multe variabile 
 

1. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei 
RR →2:f , ( ) yxxyxyxf 12153, 23 −−+= . 

Soluţie:  

Determinăm soluţiile sistemului de ecuaţii: 
( )

( )
�
�
�

��
�

�

=

=

0,

0,

yx
y
f

yx
x
f

∂
∂
∂
∂

  

adică  

�
�
�

=
=+
2

522

xy
yx

  

sistem simetric având soluţiile ( ) ( ) ( ) ( )1,2,2,1,1,2,2,1 −−−− , care sunt punctele critice ale 
funcţiei. 

Pentru a stabili care dintre aceste puncte este punct de extrem calculăm diferenţiala 
de ordin II: 

( ) 222 6126, xdyydxdxxdxyxfd ++=   
şi Hessianul  

=��
�

�
��
�

�

xy
yx

66
66

��
�

�
��
�

�
⋅

xy
yx

6 .  

Pentru ( )2,1 , matricea ��
�

�
��
�

�

12
21

 are 03,01 21 <−=∆>=∆  adică nu este nici pozitiv 

definită nici negativ definită deci punctul nu este de extrem; pentru ( )1,2 , matricea ��
�

�
��
�

�

21
12

 

are 03,02 21 >=∆>=∆  adică este pozitiv definită deci punctul este punct de minim local; 

pentru ( )2,1−− , matricea ��
�

�
��
�

�

−−
−−
12
21

 are 03,01 21 <−=∆<−=∆  adică nu este nici pozitiv 

definită nici negativ definită deci punctul nu este de extrem; pentru ( )1,2 −− , matricea 

��
�

�
��
�

�

−−
−−

21
12

 are 03,02 21 >=∆<−=∆  adică este negativ definită deci punctul este punct 

de maxim local; 



 
2. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei 

RR →2:f , ( ) yxyxyxyxf −−++= 2, 22 . 
Soluţie:  
Determinăm punctele critice rezolvând sistemul: 

�
�
	

=+
=+
12
22

yx
yx

, deci 0,1 == yx .  

Calculăm diferenţiala de ordin II a funcţiei  
( ) 222 222, dydxdxdxyxfd ++= ;  

Hessianul este ��
�

�
��
�

�

21
12

 şi are 03,02 21 >=∆>=∆ , deci punctul ( )0,1  este punct de 

minim local. 
 

5. Arătaţi că funcţia [ ] [ ] ( ) ��
�

�
��
�

� ++=→−×−
4

,
3

2,,1,11,1:
2

2 yxxyyxgg R  este contracţie. 

Soluţie:  
Folosim formula de tip Lagrange: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞∞∞

−≤− 22112211 ,,,'sup,, yxgyxgvugyxgyxg   

ceea ce spune că ori de câte ori ( ) 1,'sup <
∞

vug , funcţia este contracţie (proprietate 
întâlnită ţi în cazul funcţiilor scalare).  

Avem  

( )
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

=

4
1

2

33,© x

uv

vug , ( )
�
�
�

�
�
� ++=

∞ 4
1

2
,

33
max,' xuvvug   

iar  

( )
4
3

4
3,

3
2max,' =

�
�
�

�
�
�≤=

∞
vug .  

Este uşor de observat că [ ] [ ]( ) [ ] [ ]1,11,1111,1: −×−⊆×− ,-g  deci funcţia g satisface 
ipotezele de aplicare a principiului contracţiilor. 



Tema: derivatele funcţiilor implcite 
 

1. Se consideră sistemul: 
�
�
�

=−+
=−−+
01
0

yvxu
yxvu

.  

Calculaţi derivatele funcţiilor implicite u şi v, în raport cu x şi y.  
Soluţie: Există trei modalităţi de calcul. 
I. Utilizăm teorema funcţiilor implicte, astfel: 
Fie ),( yxuu = , ),( yxvv = , ( )yxX ,= , ( )vuY ,= , avem: 

��
�

�
��
�

� −−
=

vuX
f 11

∂
∂

, ��
�

�
��
�

�

−
−

−
=��

�

�
��
�

�
=�

�

�
�
�

�
−−

1
1111 11

x
y

xyyxY
f

∂
∂

 

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

−
+

−
+

−
+

−
+

=��
�

�
��
�

� −−
��
�

�
��
�

�

−
−

−
−=�

�

�
�
�

�−=
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
−

yx
vx

yx
ux

xy
vy

xy
uy

vux
y

xyX
f

Y
f

y
v

x
v

y
u

x
u

11
1
111

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

yx
vx

y
v

yx
ux

x
v

xy
vy

y
u

xy
uy

x
u

−
+=

−
+=

−
+=

−
+=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,,  

 
II. Utilizăm determinanţii funcţionali: 

xy
uy

xy
uy

yx

yu

vuD
ffD
vxD
ffD

x
u

−
+=

−
−−−=

−

−=−=
11

11

),(
),(

),(
),(

21

21

∂
∂

,  

xy
vy

xy
vy

yx

yv

vuD
ffD
vyD
ffD

y
u

−
+=

−
−−−=

−

−=−=
11

11

),(
),(

),(
),(

21

21

∂
∂  

yx
ux

xy
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yx
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vuD
ffD
xuD
ffD

x
v

−
+=

−
+−=

−

−=−=
11

11

),(
),(

),(
),(

21

21

∂
∂

,  

yx
vx

xy
xv

yx

vx

vuD
ffD
yuD
ffD

y
v

−
+=

−
+−=

−

−=−=
11

11

),(
),(

),(
),(

21

21

∂
∂

 

 



III. Scriem sistemul liniar obţinut prin egalarea cu zero a diferenţialei fiecărei 
ecuaţii din sistem: 

�
�
�

��
�

�

−
++

−
+=

−
++

−
+=

�
�
�
�

−−=+
+=+

�
�
�
�

=+++
=−−+

dy
yx
vxdx

yx
uxdv

dy
xy
vydx

xy
uydu

vdyudxydvxdu
dydxdvdu

vdyudxydvxdu
dydxdvdu

0
0

 

 
2. Fie ( ) 0cos =+++ zzyx . Calculaţi derivatele parţiale ale funcţiei implicite z, în raport 

cu x şi y.  
Soluţie: Notăm cu f membrul stâng al ecuaţiei, ( ) ( ) zzyxzyxf +++= cos,, , iar 

derivatele funcţiei implicite sunt:  

( )
( ) 1sin

sin
+++−

++−−=−=
zyx

zyx

z
f
x
f

x
z

∂
∂
∂
∂

∂
∂ , ( )

( ) 1sin
sin

+++−
++−−=−=
zyx

zyx

z
f
y
f

y
z

∂
∂
∂
∂

∂
∂  

 

3. Fie 
�
�
�

=+−
=++
4
12

zxyz
xzxy

. Calculaţi 
z
x

∂
∂  şi 

z
y

∂
∂ . 

Soluţie: Cel mai simplu este să scriem sistemul liniar obţinut prin diferenţierea 

fiecărei ecuaţii: 
( )

( )�
�
�

=+++−
=+++

01
021

dzyzdydx
xdzydydxz

 pe care îl rezolvăm în raport cu dz: 

( )
( )�

�
�

+−=+−
−=++

dzyzdydx
xdzydydxz
1

21
, 

�
�
�

��
�

�

++
−−−−−=

++
++−=

dz
yzz
xzyyzdy

dz
yzz

yyxzdx

2
1

2
22

2

2

2

,  

deci 
yzz

yyxz
z
x

2
22

2

2

++
++−=

∂
∂  şi 

yzz
xzyyz

z
y

2
1

2 ++
−−−−−=

∂
∂  

 

4. Fie 0322 =+++ xyzy . Calculaţi 2

2

y
z

∂
∂ .  

Soluţie: 

z
y

x
z −=

∂
∂ , 

z
x

y
z

2
21+−=

∂
∂ , 

( ) ( ) ( )
3

2

222

2

4
21

4
2

21212

4

221

2
21

z
x

z
z

xx

z
y
zx

z
x

yy
z +−=

�
�

�
�
�

� +−+
=

⋅+
=�

�

�
�
�

� +−= ∂
∂

∂
∂

∂
∂

 



Tema: extreme cu legături 
 

1. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei xyzzyxff =→ ),,(,: 3 RR , având 

legăturile 
�
�
�

=++
=++

8
5

zxyzxy
zyx

. 

Soluţie: Notăm )8()5(),,,,( 2121 −+++−+++= zxyzxyzyxxyzzyx λλλλϕ  şi 

rezolvăm sistemul: 

�
�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

=−++=

=−++=

=+++=

=+++=

=+++=

08

05

0)(

0)(

0)(

2

1

21

21

21

zxyzxy

zyx

yxxy
z

zxxz
y

zyyz
x

∂λ
∂ϕ
∂λ
∂ϕ

λλ
∂
∂ϕ

λλ
∂
∂ϕ

λλ
∂
∂ϕ

 

Înmulţim prima ecuaţie cu x, a doua cu y şi le scădem: ( )( ) 021 =+− zyx λλ . Pentru 

yx =  sistemul devine: 

�
�

�

�
�

�

�

=−+
=−+

=++
=+++

082
052

02
0)(

2

21
2

21

xzx
zx

xx
zxxz

λλ
λλ

; din ecuaţia a 3-a, xz 25 −=  şi ultima 

ecuaţie devine 08103 2 =+− xx  având soluţiie 2 şi 
3
4  Corespunzător, obţinem soluţiile 

complete 2,4,1,2,2 21 −===== λλzyx  şi 
3
4,

9
16,

3
7,

3
4,

3
4

21 −===== λλzyx   

Pentru prima soluţie avem ��
�

�
��
�

�
=��

�

�
��
�

�

+++
=

�
�

�

�

�
�

�

�

4
1

3
1

3
1111

yxzxzyx
F

j

i

∂
∂

, 

2)( =
�
�

�

�

�
�

�

�
a

x
Frang

j

i

∂
∂

, deci 2=p , 3=m  adică o singură variabilă independentă, x sau y. 

Diferenţialele funcţiilor implicite se obţin din sistemul de legături: 

dxdydz
dzdydx

dzdydx
−==�

�
�
�

=++
=++

,0
0433

0
; 

[ ] dxdydydzxdxdzydxdyzd 2))()()(2 222
2 −=+++++= λλλϕ ;  



Diferenţiala de ordin 2 a lui g se va obţine exprimând dy şi dz în funcţie de dx: 
22 2dxgd = care este pozitiv definită, deci punctul ( )1,2,2  este punct de minim. Analog se 

arată că punctul �
�

�
�
�

�

3
7,

3
4,

3
4  este punct de maxim deoarece în acest caz avem 

�
�

�

�

�
�

�

�
=

�
�

�

�

�
�

�

�

3
8
1

3
11
1

3
11
1

j

i

x
F

∂
∂ ,  

[ ] dxdydydzxdxdzydxdyzd 2))()()(2 222
2 =+++++= λλλϕ ; 

22 2dxgd −=   
care este negativ definită.  

Datorită simetriei sistemului vom avea încă 4 soluţii, corespunzătoare cazurilor 
zy =  şi xz = . 

 
2. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei yxyxff 346),(,: 2 −−=→ RR , având 

legăturile 122 =+ yx . 
Soluţie: Notăm )1(346),,( 22 −++−−= yxyxyx λλϕ  şi rezolvăm sistemul: 

�
�

�
�

�

=+
=+−
=+−

1
023
024

22 yx
y
x

λ
λ

  

având soluţiile �
�

�
�
�

�

2
5,

5
3,

5
4  şi �

�

�
�
�

� −−−
2
5,

5
3,

5
4 .  

Diferenţiala de ordin 2 este [ ]222 2 dydxd += λϕ . Avem o singură legătură, de unde 

obţinem: 0=+ ydyxdx . Pentru prima soluţie, exprimăm dxdy
3
4−= , deci 22

9
125 dxgd = , 

adică primul punct este de minim legat. Pentru cea de-a doua soluţie avem 22

9
125 dxgd −=  

adică maxim legat. 
 

3. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei xyyxff =→ ),(,: 2 RR , având legăturile 
1=+ yx . 

Soluţie: Notăm )1(),,( −++= yxxyyx λλϕ  şi rezolvăm sistemul: 
�
�

�
�

�

=+
=+
=+

1
0
0

yx
x
y

λ
λ

 

având soluţia �
�

�
�
�

� −
2
1,

2
1,

2
1 . Diferenţiala de ordin 2 este [ ]dxddyddxdyd λλϕ ++= 22 . 

Avem o singură legătură, de unde obţinem: 0=+ dydx . deci 22 2dxgd −= , adică punct de 
maxim legat. 



A 

1. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: 2
1
( 1)

n
n

n

x
n≥

−∑  

2. Calculati suma seriei:  21 2 3 ... ( 1) ...nx x n x+ + + + + +
3. Calculati matricea Jacobiana a functiei 2 2: , ( , ) ( sin , ln(2 3 ))f f x y x y y x y→ = +R R  

4. Fie 2( , ) ( )f x y x x y= + , ( ) 3 1x t t= + , 3( ) 1y t t= + . Calculati derivata ( )( ( ), ( )) 'f x t y t  
folosind regula de derivare a functiei compuse.  

5. Fie: . Calculaţi derivatele funcţiilor implicite x şi y, în raport cu u. 
( )

23 0
1 0

⎧ − + =⎪
⎨ + − =⎪⎩

ux y y
x u y

6. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei , 2:f →R R ( ) ( ) ( )2 2, 1f x y x y= − + + 6 . 
 
B 

1. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: 
1 2

n

n
n

x
n≥ +∑  

2. Calculati suma seriei:  3 5 2 12 3 ... ( 1) ...n nx x x nx −− + − + + − +

3. Calculati matricea Jacobiana a functiei 2 2: , ( , ) tg(2 ), x yf f x y x y
x y

⎛ ⎞+
→ = +⎜ ⎟−⎝ ⎠

R R  

4. Fie ( )( , ) 3f x y x x y= + , 2( ) 3x t t= + , . Calculati derivata 3( ) ( 2)y t t= − ( )( ( ), ( )) 'f x t y t  
folosind regula de derivare a functiei compuse.  

5. Fie sistemul: . Calculaţi derivatele funcţiilor implicite x şi y, în raport cu z. 
2 0
1 0

x y z
xy yz z
+ − − =⎧

⎨ + + − =⎩

6. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei , 2:f →R R ( ) 142, 22 +−−+= yxyxyxf . 
 
C 

1. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: 
1

5 sin
!

n

n

n x
n≥

+∑  

2. Calculati suma seriei:  2 31 2 3 4 ... ( 1) ( 1) ...n nx x x n x− + − + + − + +

3. Calculati matricea Jacobiana a functiei ( )2 2 2 3: , ( , ) arctg( ),f f x y x y x y→ = +R R  

4. Fie 2( , )f x y x y= + , ( ) 3tgx t t= , ( )3( ) 1y t t= + . Calculati derivata ( )( ( ), ( )) 'f x t y t  folosind 
regula de derivare a functiei compuse.  

5. Fie . Calculaţi sin( ) 1 0t x + =
2

2

x
t

∂
∂

. 

6. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei , 2:f →R R ( ) (3 2, 1 )f x y x y x y= − − . 
 
D 

1. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: 
1 1

n

n

x
n n≥ +

∑  

2. Calculati suma seriei: 
2 3 4

1... ( 1) ...
2 3 4

n
nx x x xx

n
+− + − + + − +  

3. Calculati matricea Jacobiana a functiei ( )2 2 2: , ( , ) arcsin(2 ), ( 2 3)f f x y x y x y→ = + +R R  

4. Fie ( )2( , ) lnf x y x y= + , , . Calculati derivata ( ) cos( 2)x t t= + 3( ) 2y t t= ( )( ( ), ( )) 'f x t y t  

folosind regula de derivare a functiei compuse.  

5. Fie sin( . Calculaţi 3 ) 2 0x y+ + =
2

2

y
x

∂
∂

. 

6. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei , 2:f →R R ( ) ( )2 2, ln 1f x y x y= − − . 



 
 
 
 
 
E 

1. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: 
1 3 2

n

n n
n

x
≥ +∑  

2. Calculati suma seriei: ( )3 5 2 12 3 4 ... 1 ...nx x x n x −+ + + + + +  

3. Calculati matricea Jacobiana a functiei 2 2: , ( , ) ln , xf f x y x y
x y

⎛ ⎞
→ = ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

R R  

4. Fie ( )( , )f x y x x y= + , 2( )x t t t= + ( ) cosy t t, = . Calculati derivata ( )( ( ), ( )) 'f x t y t  folosind 
regula de derivare a functiei compuse.  

5. Fie ( ) . Calculaţi 21 3x y+ + = 0
2

2

y
x

∂
∂

. 

6. Determinaţi punctele de extrem ale funcţiei , 2:f →R R ( ) 4 4, 4f x y x y xy= + − . 
 
 
F 

1. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: 
1 4

n

n

nx
n≥ +∑  

2. Calculati suma seriei:  2 32 3 ... ...nx x x nx+ + + + +
3. Calculati matricea Jacobiana a functiei ( )2 2 2: , ( , ) 2 , arcsix y nf f x y x y+→ =R R  

4. Fie 2( , ) 3f x y x y= + , ( ) 3x t t= , ( ) lny t t= . Calculati derivata ( )( ( ), ( )) 'f x t y t  folosind 
regula de derivare a functiei compuse.  

5. Fie . Calculaţi 
⎩
⎨
⎧

=++
=++
43
12

2

2

zyx
yxzx

z
x
∂
∂  şi 

z
y
∂
∂ .  

6. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei , 2:f →R R ( ) 2 2, 2 2 2 1f x y x y xy= + + + . 

 
 
G 

1. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri: 
1

11
n

n

n
x

n≥

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

2. Calculati suma seriei: 
2 3

... ...
2 3

nx x xx
n

+ + + + +  

3. Calculati matricea Jacobiana a functiei ( )2 2 2: , ( , ) cos , 2f f x y x y y→ =R R 3x +  

4. Fie 2( , ) ( )f x y x x y= + , ( ) 3cosx t t= , 2( )y t t t= + . Calculati derivata ( )( ( ), ( )) 'f x t y t  
folosind regula de derivare a functiei compuse.  

5. Fie . Calculaţi 
⎩
⎨
⎧

=+−
=++

452
1

2

2

zyx
yxzx

z
x
∂
∂  şi 

z
y
∂
∂ . 

6. Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiei , 2:f →R R ( ) 2, x yf x y xy e −= . 

 



Studiaţi convergenţa seriilor: 

1. �
≥ ++0 123

1
n

nn
 

2. �
≥ +

++
0 3

12
n n

n  

3. ( )
( )�

≥ −⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

1 13...852
12...531

n n
n  

4. 0,
!0

>�
≥

a
n
a

n

n

 

5. �
≥

+
1

2!
n

n

n

n
n  

6. �
≥

�
�

�
�
�

� +1

2

31n
n

n

n  

7. ( ) ( ) 0,
1...1

!
1

>
−++�

≥

α
αααn n

n  

8. ( )�
≥ +⋅1 1

sin
n nn

n  

9. �
≥ +1 2

sin
n

nn
n  

10. �
≥ +1 53

cos
n

nn
n  

11. �
≥

+
1

1cos1
n nn

n  

12. ( )
( )�

≥ +
+

1
32
1cos

n n
n  

 
Determinaţi mulţimea de convergenţă a seriilor de puteri: 

1. �
≥1

!
n

nxn  

2. �
≥ ++1

322n

n

nnn
x  

3. �
≥ +1 23n

n

n
x  

4. ( )�
≥1n

nn
xn  

5. ( )�
≥

+
1

32
n

nnn x  

6. �
≥ +0 2n

n

n
x  

7. �
≥ +0 12n

n

n
x  

 



 
Studiaţi convergenţa şirurilor de funcţii:  

1. ( ) ( )
xn

nxff nn +
=→∞

3
2,,0: R   

2. [ ) ( )
52

3,,0:
++

+=→∞
nx

nxxff nn R   

3. ( ) ( ) ( )nxx
xxff nn +

−=→ 1,1,0: R  

4. [ ) ( )
1

sin,,0:
+

=→∞
nx

nxxxff nn R  

 
Studiaţi convergenţa seriilor de funcţii:  

1. ( ) ( )�
≥ +

−
0 !1
1

n

n
n

n
x  pe [ ]1,1−  

2. �
≥0

2

cos
n

n

n
nxx  pe ( )1,1−  

3. �
≥ +0 2

1
1
1

n
nnx

 pe ( )1,1−  

 
Calculaţi  

1. ( )
�

+−
5

2

152
lim dxe xn  

2. � +∞→

1

0
324

1lim dx
xnn

 

 
Dezvoltaţi în serie, după puterile lui x, funcţiile de mai jos, precizând şi mulţimea pe care 
funcţiile se dezvoltă în serie de puteri. 

1. ( ) xxff sin,: =→ RR  
2. ( ) ( ) ( )xxff +=→∞− 1ln,,1: R  
3. ( ) xexff =→ ,: RR  

4. { } ( )
x

xff
+

=→−−
1
1,1: RR  

5. { } ( )
65

1,3,2: 2 +−
=→−

xx
xff RR  

6. { } ( )
45

1,4,1: 2 +−
=→−

xx
xff RR  

7. { } ( )
23

1,2,1: 2 +−
=→−

xx
xff RR  

8. ( ) xxff arctg,: =→ RR  

Dezvoltaţi în serie, după puterile lui 1−x , funcţia ( ) 32,,
2
3: +=→�

�

�
�
�

� ∞− xxff R  

 



Calculaţi  
1. ( ) ( )1,1,1

0

−∈−�
≥

xnx
n

nn  

2. [ )1,0,......
2

2

∈++++ x
n
xxx

n

 

3. ( ) ( )1,1,...1...321 2 −∈++++++ xxnxx n  
 
Calculaţi derivatele parţiale de ordin I şi II şi Jacobianul funcţiilor: 

1. 23: RR →f , ( ) ( )zyxzxezyxf y 2,,, += . 
2. ( ) 5,,: 22 +++=→ yxxyyxff RR . 
3. ( ) ( ) ( )yxyxxyyxff ln,,,,,0: 23 +=→∞× RR . 
4. 32: RR →f , ( ) ( )zyxyxzxyxf +−= 22 ,3,,  
5. ( ) ( )12,,: 22 ++=→ xxxxff RR . 

 
Calculaţi diferenţialele de ordin I şi II ale funcţiilor: 

1. RR →2:f , ( ) ( ) 32 2ln, xyyxyxf ++= . 

2. RR →3:f , ( ) zy
x
xyzzyxf +

+
=

1
,, 2 . 

 
Determinaţi punctele de extrem local ale funcţiilor următoare: 

1. RR →2:f , ( ) yxxyxyxf 12153, 23 −−+= . 
2. RR →2:f , ( ) yxyxyxyxf −−++= 2, 22 . 
3. RR →2:f , ( ) 122, 22 +−+= xyxyxf . 
4. RR →2:f , ( ) 122, 22 +−−+= yxyxyxf . 
5. RR →2:f , ( ) 124, 22 ++−+= yxyxyxf . 
6. f :R R2 → , ( ) 122, 22 +++= xyxyxf . 

 
Calculaţi derivatele funcţiilor implicite rezultate din relaţiile date mai jos: 

1. 
�
�
�

=−++
=−+

01
0

vyxu
yvux

; 
u
x

∂
∂  şi 

v
y

∂
∂ . 

2. ( ) 0sin =++ xzzyx ; 
x
z

∂
∂  şi 

y
z

∂
∂ . 

3. 
�
�
�

=++
=++
43
12

2

2

zyx
yxzx ; 

z
x

∂
∂  şi 

z
y

∂
∂ . 

4. 0322 =+++ xzyx ; 
2

2

y
z

∂
∂ .  

5. ( ) 032 =+++ xyzy ; 2

2

x
z

∂
∂ . 

6. 
�
�
�

=+−
=++
4
12

zxyz
xzxy ; 

x
y

∂
∂  şi 

x
z

∂
∂ . 

7. 
�
�
�

=+−
=++
4
12

zxxy
xzyx ; 

x
y

∂
∂  şi 

x
z

∂
∂ . 

8. 0322 =+++ xyzxy ; 2

2

x
z

∂
∂ . 
































